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RésuméCette thèse est onsarée à l'étude du transport életronique dans des modèles désordonnésnon ergodiques, dans le adre de la théorie des opérateurs de Shrödinger aléatoires.Pour ommener, nous reformulons l'outil prinipal pour notre étude, l'analyse multi-éhelles,dans le adre non ergodique. Nous établissons les onditions d'homogénéité que l'opérateur doitvéri�er pour appliquer ette méthode.Ensuite, nous étudions les propriétés spetrales des opérateurs de Delone�Anderson non er-godiques. Ces systèmes modélisent l'énergie d'une partiule en interation ave un milieu dont lastruture atomique est quasi-ristalline et la nature des impuretés est désordonnée. Dans le asoù les mesures de probabilité assoiées au potentiel de simple site sont régulières, en dimension 2et sous l'e�et d'un hamp magnétique, nous établissons une transition métal-isolant et l'existened'une énergie de mobilité qui sépare les régions de loalisation et de déloalisation dynamiques.Pour des mesures de simple site régulières et elle de Bernoulli, nous démontrons la loalisa-tion dynamique en bas du spetre. De plus, nous obtenons une borne inférieure quantitative surla taille de la région de loalisation dynamique en termes des paramètres géométriques de lastruture de Delone de base.Nous onluons e travail ave l'étude de la densité d'états intégrée pour des modèles deDelone-Anderson, en ombinaison ave des outils de la théorie des systèmes dynamiques assoiésaux quasi-ristaux. Sous ertaines onditions sur la géométrie de l'ensemble de Delone sous-jaent,nous montrons l'existene de la densité d'états intégrée. De plus, dans le as d'une perturbation deDelone-Anderson du Laplaien libre, nous démontrons qu'elle a un omportement asymptotiquede Lifshitz en bas du spetre.Mots-lés : Opérateurs de Shrödinger aléatoires, loalisation d'Anderson, transition métal-isolant, loalisation dynamique, hamiltonian de Landau, ensembles de Delone, opérateurs deDelone, systèmes dynamiques de Delone, densité d'états intégrée.AbstratThis thesis is devoted to the study of eletroni transport in non ergodi disorderedmodels, in the framework of random Shrödinger operators.We start by reformulating the main tool in our study, the multisale analysis, in the nonergodi setting. We establish suitable homogeneity onditions on the operator, in order to applythis method.Next, we study the spetral properties of non ergodi Delone-Anderson operators. These mod-els represent a partile interating with a medium whose atomi struture is quasi-rystalline andthe nature of its impurities is disordered. In the ase where the probability measures assoiatedto the single-site potential are regular, in dimension 2 and under the e�et of a magneti �eld,



we establish a metal-insulator transition and the existene of a mobility edge that separatesthe loalization and deloalization regions. In arbitrary dimension, for regular and for Bernoullisingle-site measures, we show dynamial loalization at the bottom of the spetrum. Moreover, weobtain a quantitative desription of the loalization region in terms of the geometri parametersof the underlying Delone set.We onlude this essay by studying the integrated density of states for Delone-Andersonmodels, using tools from the theory of dynamial systems assoiated to quasirystals. Underertain onditions on the geometry of the underlying Delone set, we show the existene of theintegrated density of states. Furthermore, in the ase of a Delone-Anderson perturbation of thefree Laplaian, we show it exhibits Lifshitz tails at the bottom of the spetrum.Keywords: Random Shrödinger operators, Anderson loalization, metal-insulator transition,dynamial loalization, Landau Hamiltonians, Delone sets, Delone operators, Delone dynamialsystems, integrated density of states.



Chapitre 1Introdution et présentation desrésultats
1.1 Introdution généraleCe travail est onsaré à l'étude du transport életronique dans des modèles désordonnés nonergodiques issus de la théorie des opérateurs de Shrödinger aléatoires (OSA). On s'intéresse àla dynamique d'une partiule dans un espae eulidien de dimension d en regardant l'évolutiontemporelle de sa fontion d'onde assoiée ψ appartenant à L2(Rd), ave ‖ψ‖L2(Rd) = 1. Ladynamique est gouvernée par l'équation de Shrödinger

i∂tψ(t, x) = Hωψ(t, x), (t, x) ∈ R × R
d, ω ∈ Ω (1.1.1)

ψ(t, x) = e−itHωψ(0, x), (1.1.2)où ψ(0, x) est une ondition initiale et l'opérateur Hω = H0 + Vω, représentant l'énergie de lapartiule, est assoié à un espae de probabilité Ω. Un élément ω ∈ Ω désigne une réalisationpossible. La famille {Hω : ω ∈ Ω} regroupe tous les opérateurs Hω possibles assoiés aux réa-lisations du potentiel Vω qui représente le milieu désordonné. Ce type d'opérateur fut introduitpar P.W. Anderson [And58℄ qui onsidéra un modèle dit de liaisons fortes, portant son nom, oùles életrons sautent d'un ion à un autre, et interagissent ave un potentiel aléatoire externe quireprésente la nature désordonnée du milieu. Anderson soutint l'idée qu'au dessus d'un seuil dunombre d'impuretés présentes dans le ristal, les életrons sont piégés dans des régions bornées,ave pour onséquene la suppression totale du transport életronique. Dans e as on parle desétats loalisés, par opposition aux états dits étendus, propres aux milieux parfaitement pério-diques [B28, AK98, RSIV℄. La déouverte de la loalisation d'Anderson a ouvert la voie à l'étudedes opérateurs de Shrödinger aléatoires. Elle a valu à P.W. Anderson le Prix Nobel de physiqueen 1977.Dès ses débuts, l'ergodiité joua un r�le fondamental dans la théorie des OSA, permettantde lier les propriétés de réalisations partiulières de Hω ave des propriétés globales, partagéspar (presque) tout élément de la famille {Hω}ω∈Ω. Soit T un sous-ensemble additif de R
d (parexemple, Z

d ou bien R
d). On dit qu'une famille (muni d'une struture de groupe) {τx}x∈T3



Chapitre 1. Introdution et présentation des résultatsde transformations sur Ω qui préservent la mesure (de probabilité) est ergodique si tout sous-ensemble de Ω invariant sous es transformations a ou bien probabilité 1 ou bien 0. Par ailleurs,on dit que la famille d'opérateurs Hω est ergodique si elle véri�e une ondition de ovarianepar rapport à l'ation d'une famille d'opérateurs unitaires (translations) Uγ assoiée à un groupeergodique de translations τγ agissant sur l'espae de probabilité Ω, à savoir, pour tout ω ∈ Ω

Hτx(ω) = UxHωU
∗
x , ∀x ∈ T. (1.1.3)Cei a des onséquenes très importantes sur le spetre σ(Hω) de Hω. Cela assure l'existened'un ensemble Σ ⊂ R tel que [P80℄

σ(Hω) = Σ, pour presque tout ω ∈ Ω. (1.1.4)De plus, il existe des ensembles Σpp,Σac,Σsc ⊂ R qui orrespondent, respetivement, aux partiespurement pontuelle, singulière ontinue et absolument ontinue du spetre de Hω [KM82a℄, i.e.
σ•(Hω) = Σ•, où • = pp, ac, sc pour presque tout ω ∈ Ω. (1.1.5)En partiulier, pour le modèle d'Anderson Hω = ∆ + Vω, le potentiel aléatoire est donné par

Vω =
∑

j∈Γ

ωju(x− j), ωj ∈ [a, b], (1.1.6)où u est une fontion à support ompat dans R
d ou Z

d et Γ ⊂ R
d est un réseau, l'ergodiité estune onséquene direte du fait que les variables aléatoires ωj sont indépendantes, identiquementdistribuées et du fait que Γ est invariant par translation. Pour le modèle d'Anderson, la familleergodique {τx} orrespond aux translations τx(ω) = (ωj−x)j∈Γ pour ω = (ωj)j∈Γ et T = Γ. Danse as, le spetre σ(Hω) peut être aratérisé par le spetre d'une sous-famille de {Hω}ω∈Ω, àsavoir, les réalisations périodiques de Vω [KM82b, S℄,

σ(Hω) =
⋃

λ∈[a,b]

σ(H0 + λW ), (1.1.7)où W =
∑

j∈Γ u(x− j) est un potentiel périodique.Étant donnée la famille ergodique de translations {τx}x∈T agissant sur Ω, prenons un pro-essus stohastique ergodique {Zx}x∈T sur Ω, i.e., Zy(τx(ω)) = Zy−x(ω), pour tout y, x ∈ T . Lethéorème ergodique de Birkho� assure que si E(Z0) <∞, alors
lim

|Λ|→∞

1

|Λ|
∑

x∈Λ⊂T

Zx = E(Z0), (1.1.8)où |Λ| désigne le volume d'un domaine Λ ⊂ T borné. Ce théorème ergodique est utile pour mon-trer l'existene de la limite de la fontion normalisée de omptage de valeurs propres, inférieuresà une ertaine énergie E ∈ R,
N(E) := lim

|Λ|→∞

1

|Λ|NΛ(E) := lim
|Λ|→∞

♯{valeurs propres de Hω|Λ ≤ E}
|Λ| , (1.1.9)où Hω|Λ désigne la restrition Hω au domaine Λ ave des onditions aux bords autoadjointes.Dans le modèle d'Anderson, le terme à volume �ni NΛ dans (1.1.9) est un proessus stohastique4



1.1. Introdution généraleergodique. Dans e adre, l'existene de la limite dans (1.1.9) peut se voir omme une onséquenedu théorème ergodique et de l'enadrement de Dirihlet�Neumann,
ND

Λ (E) ≤ N(E) ≤ NN
Λ (E), (1.1.10)où ND

Λ (E) et NN
Λ (E) désignent le terme NΛ ave des onditions aux bords de Dirihlet et deNeumann, respetivement. On appelle N(E) la densité d'états intégrée et bien que le termeà droite dans (1.1.9) est une quantité aléatoire, la limite N est déterministe (1.1.8). De plus,

N(E) est la fontion distribution d'une mesure ν, 'est-à-dire N(E) = ν((−∞, E]), et le supporttopologique de la mesure ν est lié au spetre de Hω par la relation σ(Hω) = suppν pour presquetout ω ∈ Ω.L'ergodiité, liée elle même à la struture géométrique du milieu onsidéré, a don des onsé-quenes importantes pour l'étude spetrale des milieux désordonnés. Cependant, on trouve dansla nature des matériaux ayant des strutures géométriques plus exotiques qui ne gardent pas etrait lorsque l'on les modélise par des OSA.C'est le as des quasi-ristaux, déouverts par Shehtman et al. [Sh84℄ en 1982 et quivalut à Shehtman le Prix Nobel de himie en 2011. Ce sont des matériaux qui n'o�rent au-une invariane par translations, mais présentent des symétries rotationnelles. Dans e sens, lesquasi-ristaux sont des strutures intermédiaires entre des strutures ristallines, parfaitementpériodiques qui ont du spetre absolument ontinu, et des strutures omplètement désordon-nées. Un exemple de ette dernière est un ensemble disret de points suivant une distribution dePoisson, qui rentre dans le adre des OSA et auquel est assoié du spetre purement pontuel.Une manière mathématique de représenter les quasi-ristaux est d'utiliser des ensembles deDelone (Delaunay). Ce sont des sous-ensembles de l'espae eulidien qui sont relativement disrets(il existe une distane minimale r entre les points voisins) et uniformément denses (il existe unedistane maximale R entre les points voisins). Les ensembles de Delone sont une notion plusgénérale que les quasi-ristaux, qui exhibent un ertain degré d'ordre dans sa struture atomique.Pour mieux modéliser les symétries rotationnelles des quasi-ristaux on attribue aux ensemblesde Delone des propriétés géométriques qui dérivent leur degré d'ordre à longue portée. Cespropriétés sont onstruites autour de la notion de motif : un sous-ensemble d'un ensemble deDelone D qui est de la forme D ∩K, où K ⊂ R
d est ompat. On dit que l'ensemble de Delone

D possède une omplexité loale �nie si pour tout sous-ensemble ompat A ⊂ R
d, il existe uneolletion �nie FA de motifs dansD, telle que tout motif qui est équivalent àD∩A par translation,i.e., qui est de la forme D ∩A′, où A′ est un translaté de A, est équivalent par translation à unmembre de FA. En outre, l'ensemble D est linéairement répétitif si tout motif dans D est répétédans toute région de taille linéairement proportionnelle à la taille du motif. Un exemple de edernier as sont les sommets d'un pavage de Penrose [Sen℄ (Fig. 1.1). Plus quantitativement, onpeut étudier le taux de répétition des motifs ou même la �fréquene d'apparition des motifs�,entre autres. Cependant, es onepts ne donnent pas une desription exhaustive de la naturemême de l'ordre apériodique, omme le remarquent Baake, Grimm et Moody dans leur artileintitulé �What is aperiodi order ?� [BaGM02℄. Cette nature si générale plae l'étude de esensembles dans un roisement de sujets omme les systèmes dynamiques, la géométrie, la théoriede pavages, la théorie de la di�ration, parmi d'autres (voir [Sen, BaM00℄ et leurs référenes).Pour une présentation sur les aspets physiques des quasi-ristaux, en partiulier, sur le transportdans des milieux apériodiques, voir la monographie de Bellissard [Bel03℄.Nous nous intéressons aux opérateurs dé�nis à partir de telles strutures apériodiques et à sespropriétés spetrales. Dans les as unidimensionnels, notamment dans les travaux de Süto [Su89℄5



Chapitre 1. Introdution et présentation des résultats

(a)

(b)

(c)

ΛR

Λr

Fig. 1.1 � a) Un ensemble de Delone D est aratérisé par deux paramètres r et R, tels quetout ube de �té r ontient au plus un élément de D, et tout ube de �té R ontient aumoins un élément de D. (b) Les lignes grises représentent un pavage de Penrose (onstruit avedes losanges), et l'ensemble de sommets est un exemple d'un ensemble de Delone linéairementrépétitif. () Un réseau est un exemple d'un ensemble de Delone périodique.sur le hamiltonien de Fibonai et eux de Bellissard et al. [BIST89℄ sur des quasi-ristaux engénéral, on trouve un spetre de Cantor purement singulier ontinu, ave des fontions propresqui ne sont ni étalées ni loalisées. Pour plus de détails, nous onseillons de onsulter [D00℄.Dans le as ontinu en dimension arbitraire, Lenz et Stollmann [LS06℄ prouvèrent, en utilisantle théorème de �Wonderland� de B. Simon, que, génériquement, les opérateurs de Delone,
HD = −∆ +

∑

j∈D

u(x− j), u ∈ Cc(R
d), (1.1.11)ont du spetre purement singulier ontinu (voir aussi [KLS11℄). Pour le Laplaien disret surun pavage de Penrose la densité d'états intégrée est disontinue [KoSu86, FuKr88℄ puisqu'il estpossible d'avoir des fontions propres du Laplaien qui sont à support ompat. Ensuite Lenz,Stollmann et Klassert [KLS03b℄ (voir aussi [LV09℄) montrèrent que e omportement, qui peutparaître anormal, est en fait naturel, puisqu'à partir d'un ensemble de Delone quelonque on peuttoujours, par une modi�ation loale et sous ertaines onditions sur la omplexité de l'ensemble,obtenir un ensemble qui permet des fontions propres à support ompat. De plus, elle-i s'avèreêtre la seule manière de produire une disontinuité dans la densité d'états intégrée.On peut retrouver l'ergodiité dans es systèmes apériodiques en onsidérant la fermeture del'ensemble de translatés d'un ensemble de Delone D dans Rd,

XD = {D + x : x ∈ Rd}, (1.1.12)par rapport à une topologie onvenable dans l'espae de tous les ensembles de Delone, qui lerend ompat. On désigne par α la translation par des éléments de R
d et on appelle le triplet6



1.1. Introdution générale
(XD,R

d, α) un système dynamique de Delone. Ces notions peuvent être formulées dans un adreplus abstrait mais nous nous restreignons au as qui nous intéresse. Ces systèmes dynamiques sontétroitement liés aux systèmes dynamiques de pavages. De plus, on peut identi�er un ensemblede Delone ave des mesures pontuelles bornées, qui possèdent un atome sur haque point del'ensemble, et étudier de e point de vue la onvergene uniforme des fréquenes d'apparition desmotifs.De plus, on peut onsidérer des systèmes dynamiques de Delone à ouleurs aléatoires, equi plus tard fera le lien entre les opérateurs de Delone et les OSA. On onsidère un sous-ensemble borélien A ⊂ R, que l'on appelle l'espae de ouleurs. On assoie à haque point p d'unensemble P ∈ XD une ouleur ωp ∈ A. L'espae (produit) des réalisations possibles de la ouleur
ω = (ωp)p∈P de l'ensemble P est

ΩP :=
⊗

p∈P

A. (1.1.13)L'ensemble de Delone oloré Pω est donné par
Pω := {(p, ωp) : p ∈ P,ω ∈ ΩP}, (1.1.14)et il appartient à la fermeture de l'ensemble de translatés de Dω [MR12℄, i.e.,

X̂D := {Pω : P ∈ XD, ω ∈ ΩP} = {x+Dω : x ∈ Rd}. (1.1.15)Ainsi, on peut onsidérer l'opérateur Hω omme l'appliation
X̂D ∋ Pω 7→ Hω := H0 +

∑

p∈P

ωpu(x− p). (1.1.16)Dans e ontexte, le fait d'avoir un théorème ergodique pour des systèmes dynamiques de De-lone joue un r�le fondamental dans la dé�nition des quantités omme la densité d'états intégréepour un opérateur de Delone, lié à la fréquene d'apparition des motifs qui omposent un en-semble. Hof [Hof98℄ étudia la perolation sur un pavage de Penrose, en prenant des ensembles deDelone olorés ave la propriété de omplexité loale �nie, et dans e adre il onstruisit des me-sures ergodiques pour le système dynamique assoié. La ondition sur la omplexité de l'ensemblede Delone permet de traiter seulement un nombre �ni de ouleurs. Par ailleurs, [L09℄ obtint unthéorème ergodique pour des translations de mesures bornées sans supposer que l'ensemble deDelone où elles ont du support ait la propriété de omplexité loale �nie. Müller et Rihard[MR12℄ s'appuyèrent sur les résultats de Hof et Lenz et obtinrent un théorème ergodique pourdes ensembles de Delone olorés permettant un ensemble de ouleurs ontinu. Grâe à ette der-nière amélioration, ei devient l'outil le plus approprié pour notre travail lorsque l'on onsidérerades variables aléatoires régulières. Le rapport entre les propriétés géométriques d'un ensemble deDelone et les propriétés ergodiques des systèmes dynamiques assoiés, théorèmes ergodiques poure adre y ompris, furent largement analysées dans la littérature, [MR12, LP03, KLS03a, LS03℄.Les quasi-ristaux sont à l'origine de notre motivation pour l'étude des systèmes non er-godiques. Lorsque l'on onsidère un modèle d'Anderson où le milieu est un quasi-ristal, il estreprésenté par un potentiel externe de la forme
Vω =

∑

j∈D

ωju(x− j), u ∈ Cc(R
d), (1.1.17)7



Chapitre 1. Introdution et présentation des résultatsoù D est un ensemble de Delone représentant la struture géométrique des atomes dans le quasi-ristal. Dès queD est apériodique, 'est à dire, qu'il n'est pas invariant par translation, l'opérateur
Hω = −∆ + Vω, dit de Delone�Anderson, ne véri�e plus la ondition (1.1.3) et don le modèleest non ergodique. Cei dit, au moment de dé�nir la densité d'états intégrée nous utiliseronsla onstrution (1.1.15) pour retrouver l'ergodiité, sous ertaines onditions géométriques del'ensemble de Delone D de base.Du point de vue mathématique, on distingue trois notions de loalisation : spetrale, où lespetre de Hω est purement pontuel ; elle dit d'Anderson, où on trouve du spetre purementpontuel ave des fontions propres à déroissane exponentielle ; et la loalisation dynamique,où les moments des paquets d'ondes, initialement loalisés en espae et énergie, restent loalisésen temps sous l'ation de l'opérateur d'évolution de Shrödinger engendré par Hω. Cette dernièreest la notion la plus forte de loalisation életronique.Les premiers résultats rigoureux furent donnés dans les années 70 par Goldsheid, Molha-nov et Pastur [GMP77℄, sur l'étude de la loalisation d'Anderson pour un modèle ontinu àunidimensionnel. En dimension 1, on peut montrer que tout le spetre d'un OSA est loalisé.Pour étudier le problème en dimension arbitraire, Fröhlih et Spener [FS83℄ développèrent uneanalyse multi-éhelles (MSA, de ses sigles en anglais) pour montrer l'absene de di�usion dansle modèle d'Anderson (disret), qui est basée sur des estimations de la résolvante d'un opé-rateur . Cette méthode eut diverses améliorations au ours de es trente dernières années :Martinelli et Soppola [MS85℄ montrèrent l'absene du spetre absolument ontinu, plus tard[DLS85, FMSS85, SW86℄ montrèrent que le spetre est purement pontuel ave des fontionspropres exponentiellement déroissantes. Après, von Dreifus et Klein [vDK89℄ simpli�èrent etteproédure qui a pour prinipale onséquene la loalisation d'Anderson. Les développements pos-térieurs de De Bièvre-Germinet [GdB98℄ et Damanik-Stollmann [DS01℄ montrent que la MSAimplique la loalisation dynamique forte. Pour des mesures de probabilité régulières, la versionplus ra�née de ette méthode est elle du Bootstrap MSA de Germinet�Klein [GK01℄. Cetteanalyse, basée sur quatre autres MSA, permet de montrer en outre la loalisation semi-uniformedes fontions propres et la déroissane sous-exponentielle du noyau (d'opérateur) de l'opérateurdévolution en espérane.Le as des mesures singulières omme elles du type Bernoulli fut pendant longtemps unproblème ouvert, et ne fut résolu qu'en 2005 par le travail remarquable de Bourgain et Kenig[BoK05℄ portant sur la loalisation d'Anderson pour le modèle de Bernoulli. Ils reformulèrentla MSA pour utiliser une estimée de Wegner éhelle par éhelle et non pas a priori véri�éepour toutes les éhelles omme dans le as usuel (voir la dé�nition 1.2.2). Germinet et Klein[GK11℄ adaptèrent les idées de Bourgain�Kenig et développèrent une MSA qui démontre de laloalisation dynamique pour un grand nombre de modèle, ave des mesures de probabilité nondégénérées, y ompris les mesures de Bernoulli.Dans e travail nous nous interrogeons sur le transport des életrons du point de vue dy-namique. Nous verrons omment l'absene de l'ergodiité peut être surmontée, et omment lesméthodes d'analyse usuelles dans les OSA (analyse multi-éhelles, estimées de Wegner, parmid'autres) doivent être modi�ées pour onvenir à e adre et sous quelles ontraintes. Nous déve-loppons des outils généraux issus de la situation ergodique qui, adaptés à notre adre, nouspermettent de traiter non seulement les opérateurs dits de Delone�Anderson (1.1.17), maisenore des modèles d'Anderson où les variables aléatoires ne sont pas identiquement distri-buées. Des exemples de e dernier as sont les modèles launaires, les modèles ave des va-8



1.1. Introdution généraleriables aléatoires à densités déroissantes, ou bien les modèles aux potentiels surfaiques (voir[BoeKS05, BdMSS05, BdMS03, KV02b, S, FGKM07℄).Pour le as partiulier des modèles de Delone�Anderson, nous obtenons des dépendanesexpliites des paramètres de l'ensemble de Delone sous-jaent. Cei dit, pour les propriétés quin'ont pas de rapport ave la densité d'états intégrée nous ne faisons auune supposition sur lagéométrie de es ensembles.Pour dérire la dynamique d'une partiule, on onsidère le moment aléatoire d'ordre p ≥ 0au temps t de l'évolution temporelle dans la norme de Hilbert�Shmidt, initialement loaliséen espae sur une boite unité entrée au point u ∈ Z
d et loalisée en énergie par une fontion

X appartenant à C∞
c,+(R), l'espae des fontions non-negatives, à support ompat dans R etin�niment di�érentiables, i.e.,

Mu,ω(p,X , t) = ‖〈X − u〉p/2e−itHωX (Hω)χu‖2
2, (1.1.18)dont la moyenne temporelle est donnée par

Mu,ω(p,X , T ) =
2

T

∫ ∞

0
e−2t/TMu,ω(p,X , t)dt. (1.1.19)Dans le as ergodique, il su�t de prendre u = 0, puisque la probabilité de es événementsest invariante par translation. L'opérateur Hω présente de la loalisation dynamique forte dansla norme Hilbert�Shmidt dans un intervalle ouvert I si pour tout X ∈ C∞

c,+(I) on a
sup
u∈Z2

E{sup
t∈R

Mu,ω(p,X , t)} <∞ pour tout p ≥ 0. (1.1.20)On dit que Hω présente de la loalisation dynamique forte dans la norme Hilbert�Shmidt dansune énergie E s'il existe un intervalle ouvert I ⊂ R qui ontient E, tel que pour tout X ∈ C∞
c,+(I)l'expression (1.1.20) est vraie. On désigne par ΣSI l'ensemble

ΣSI = {E ∈ R : Hω présente de la loalisation dynamique forte dans E} (1.1.21)Dans le adre ergodique, en absene d'un hamp magnétique, en dimension d ≥ 3 on s'attendà e que le spetre d'un opérateur de Shrödinger aléatoire présente une transition telle que l'onpeut identi�er deux régimes di�érents : la région isolante, aratérisée par les états loalisés etla région métallique, aratérisée par les états étalés. On appelle le passage de l'un à l'autretransition métal-isolant d'Anderson. En termes spetraux, e phénomène se traduit par unetransition du spetre purement pontuel au spetre absolument ontinu. Si une telle transitiona pu être observée sur des arbres [K98, AW11℄, il en va di�éremment en dimension �nie. Sur Z
dou R

d, une telle transition semble toujours hors de portée d'une preuve mathématique.Cependant, une approhe dynamique, plus près de l'intuition physique, a été introduite parGerminet et Klein dans [GK04℄ pour expliquer ette transition. Ils onsidèrent un exposant dutransport loal β(E) pour mesurer la propagation temporelle des paquets d'ondes initialementloalisés en espae et en énergie qui évoluent sous l'ation d'un opérateur aléatoire. Ils obtinrentune aratérisation omplète de la transition métal-isolant et de l'énergie de mobilité, où latransition a lieu et qui s'avère être un point de disontinuité de β. Dans ette aratérisation dela transition du transport, l'outil prinipal est l'analyse multi-éhelles Bootstrap [GK01℄, où la9



Chapitre 1. Introdution et présentation des résultatsloalisation dynamique forte qu'elle entraîne est utilisée pour aratériser l'ensemble des énergiesdont l'exposant de transport β est nul.Dans le as magnétique en dimension 2, le hamiltonien de Landau aléatoire représente unepartiule en mouvement dans un milieu désordonné bidimensionnel soumis à l'in�uene d'unhamp magnétique onstant, fort, transversal au plan. Germinet, Klein et Shenker [GKS07℄donnèrent la première preuve mathématique rigoureuse de l'existene d'une transition d'Andersonpour e modèle en s'appuyant sur l'analyse multi-éhelles pour exploiter des propriétés de l'e�etHall quantique entier. Pour introduire e phénomène, onsidérons un onduteur bidimensionneldans le plan XY où on applique un hamp magnétique transversal d'intensité onstante B. Enappliquant un hamp életrique dans la diretion x on rée un ourant ~J dans la diretion x,tandis que dans la diretion y les életrons sont soumis à la fore de Lorentz, générant ainsiun hamp életrique ~E dans ette diretion. En équilibre, la fore totale qui agit sur l'életrons'annule, donnant la relation entre le ourant et le hamp életrique ~J = σ ~E. La matrie 2 × 2,
σ, appelée tenseur de ondutivité, a des termes diagonaux nuls et en dehors de la diagonale,des termes ±σH , où

σH = ν
q2

h
, ν =

ρh

qB
, (1.1.22)que l'on appelle la ondutivité de Hall, où q est la harge de l'életron, ρ est la densité életroniquedu matériel, h la onstante de Plank et ν est appelé le fateur de remplissage (��lling fator�).On voit que ν est une fontion de la densité ρ et du hamp magnétique B, don en hangeantl'intensité de B on s'attendrait à e que σH hange aussi ontinument. En 1980, Klitzing et al.[Kli80℄ trouvèrent que la ondutivité de Hall σH à température très basse (et don où les e�etsdissipatifs son négligeables) omme fontion du hamp magnétique B, présente des plateaux oùses valeurs peuvent être alulées ave une exellente préision :

σH =
q2

h
N. (1.1.23)On appelle le phénomène de quanti�ation de la ondutane l'e�et de Hall quantique entier, etil valut à Klitzing le Prix Nobel de physique en 1985. Suite au travail de Laughlin [L81℄, Thouless[Th81℄ et Halperin [Hal82℄ onjeturèrent que les plateaux de la ondutivité de Hall sont dûs àla loalisation, qui est l'e�et prépondérant à basse température. Plus tard, Kunz [Ku87℄ montraque pour un désordre su�samment petit pour qu'il y existe des launes spetrales entre lesniveaux de Landau, la quanti�ation de σH est invariante par rapport au désordre. En e�et, laquanti�ation de la ondutivité de Hall n'est pas présente dans le as d'un életron libre dansle plan sous l'e�et d'un hamp magnétique fort. Dans e as la ondutivité de Hall suit unomportement plus près du as lassique, mais le phénomène de sa quanti�ation émerge quandl'életron est dans un milieu ave des impuretés, omme l'expliquèrent Bellissard, Shulz-Baldeset van Elst dans [BSvE94℄. Plus préisement, pour avoir l'e�et de Hall quantique, il est néessaired'avoir l'existene d'états loalisés entre les niveaux de Landau. Ce phénomène s'avéra universeldans le sens qu'il est invariant par rapport à la géométrie et la nature du matériel onsidéré, dèsque l'expériene véri�e les onditions néessaires (basse température, hamp magnétique fort,et présene d'impuretés dans le matériel), voir [BSvE94, Bel03℄ et leurs référenes. De plus, lapréision ave laquelle on peut aluler σH expérimentalement l'ont rendu très utile en métrologie,en partiulier pour dé�nir l'unité de mesure pour la résistane (ohm) [JJ05℄.10



1.2. Présentation des travaux de thèse1.2 Présentation des travaux de thèse1.2.1 L'analyse multi-éhelles dans le adre non ergodiqueOn onsidère un opérateur de Shrödinger aléatoire de la forme
Hω = H0 + λVω sur L2(Rd), (1.2.1)où H0 est le hamiltonien libre, et λ est un paramètre de désordre que l'on onsidérera dorénavantêtre �xe. Le potentiel aléatoire Vω est l'opérateur de multipliation par la fontion Vω, qui esttelle que {Vω(x) : x ∈ R

d} est un proessus stohastique mesurable à valeurs réelles sur un espaede probabilité omplet (Ω,F ,P). On suppose, d'une part, que Vω est déomposable en une partienon négative appartenant à L1lo(Rd) et une partie négative relativement bornée en forme parrapport à H0, ave borne relative inférieure à 1. Et d'autre part, on suppose qu'il existe uneonstante ρ > 0 telle que pour toute paire de boréliens B1, B2 ⊂ R
d ave dist(B1, B2)> ̺, lesproessus {Vω(x) : x ∈ B1} et {Vω(x) : x ∈ B2} sont indépendants. On a don un opérateur auto-adjoint semi-borné inférieurement pour P-p.t. ω. De plus, l'appliation ω 7→ Hω est mesurablepresque partout et on désigne le spetre de Hω par σω.On onsidère des versions à volume �ni de Hω, restreint à un ube ΛL(x) de entre x et �té L,ave des onditions au bord autoadjointes, que l'on désigne par Hω,x,L agissant sur L2(ΛL(x)).On érit Rω,x,L(z) = (Hω,x,L − z)−1 pour l'opérateur résolvante et on dé�nit les projetionsspetrales omme Pω(J) = χJ(Hω) et Pω,x,L(J) = χJ(Hω,x,L) pour un ensemble de Borel J ⊂ R.De�nition 1.2.1. On dit que l'opérateur Hω véri�e une estimée de Wegner uniforme ave unexposant de Hölder s dans un intervalle ouvert J si pour haque E ∈ J il existe une onstante

QW , loalement bornée, et 0 < s ≤ 1 tels que
sup
x∈Rd

E{tr(Pω,x,L(E − η,E + η)} ≤ QW ηsLd, (1.2.2)pour tout η > 0 et L ∈ 2N. On dit qu'il véri�e une estimée de Wegner uniforme dans une énergie
E s'il véri�e (1.2.2) dans un voisinage (ouvert) de E.La preuve de loalisation dans des systèmes désordonnés se onstruit autour de la déroissanede la fontion de Green, le noyau intégral de l'opérateur résolvante. Pour rendre le problème plusmaniable, on onsidère des restritions d'opérateurs à un volume �ni, à savoir un ube ΛL detaille Ld, pour ensuite prendre la limite quand le volume tend ver l'in�ni. On travaille ainsi aveun spetre disret qui, dans la limite, approhe le spetre de l'opérateur original. A l'intérieur dee domaine ΛL, et par la nature de l'opérateur aléatoire Hω, les événements orrespondant à desrestritions aux ubes plus petits Λl, l << L qui sont disjoints, sont indépendants les uns desautres. Cependant, il peut arriver que les spetres des opérateurs restreints à es ubes soienttrès prohes du spetre de l'opérateur Hω|ΛL

. Puisque les résolvantes deviennent non bornées, ephénomène, appelé résonane, est analogue au problème des petits dénominateurs qui apparaîtdans la théorie de perturbation lassique des systèmes dynamiques, entre autres, et qui fût résolupar la théorie de Kolmogorov�Arnold�Moser (KAM).Pour gérer l'apparition des résonanes, Fröhlih et Spener [FS83℄ développèrent une analysemulti-éhelles, en prenant des idées de la théorie de KAM, et de la renormalisation de groupe.11



Chapitre 1. Introdution et présentation des résultatsD'un �té, ette méthode a une omposante déterministe, qui utilise à la fois des estimées deCombes�Thomas pour obtenir la déroissane de résolvantes loales, mais aussi l'identité géo-métrique de la résolvante, pour lier des estimées loales sur des ubes di�érents. D'autre part,la omposante probabiliste de ette méthode se sert de l'estimée de Wegner pour ontr�ler laontribution des régions résonantes, en lui attribuant de faibles probabilités qui n'a�etent pas lerésultat �nal. Le but est d'assurer la déroissane des résolvantes loales ave une bonne proba-bilité. De ette manière, on peut faire une itération par éhelles à partir d'une estimée d'éhelleinitiale L0, et propager la déroissane de la résolvante loale sur toute une suite d'éhelles
Lk+1 = (Lk)

α, 0 < α < 1, ave une bonne probabilité.L'analyse multi-éhelles est peu sensible à la géométrie des on�gurations d'impuretés sous-jaentes, étant donné une ertaine homogénéité dans la distribution des impuretés dans l'espae.Dans les modèles de Delone�Anderson (1.1.17), dé�nis sur un ensemble de Delone de ara-téristiques (r,R), malgré le manque d'ergodiité (dans le as apériodique), ette homogénéitéest assurée par le paramètre R qui ontr�le la taille maximale des régions sans obstales dansl'espae. Dans la suite, nous formulerons plus préisement les ritères d'uniformité que les mo-dèles doivent véri�er pour permettre d'appliquer l'analyse multi-éhelles pour des strutures nonergodiques.Étant donnés θ > 0, E ∈ R, x ∈ Z
d et L ∈ 6N, on dit que la boite ΛL(x) est

(θ,E)-onvenable pour Hω si E /∈ σω,x,L et
‖Γx,LRω,x,L(E)χx,L/3‖x,L ≤ 1

Lθ
,où Γx,L = χΛ̄L−1(x)\ΛL−3(x).Nous montrons que la Bootstrap MSA admet des modi�ations permettant l'étude de modèlesnon ergodiques. Le théorème suivant est une reformulation du Théorème 3.4 et du Corollaire 3.10[GK01℄ dans un adre non ergodique,Théorème 1.2.1. Soit Hω un opérateur de Shrödinger dans le sens dé�ni auparavant véri�antune estimée de Wegner uniforme dans un intervalle ouvert J ave un exposant de Hölder s.Étant donné θ > d, pour haque E ∈ J il existe une éhelle �nie Lθ(E) = L(θ,E,QW , d, s),bornée sur des sous-intervalles ompates de J , telle que si pour L > Lθ(E) on a

inf
x∈Zd

P{ΛL(x) est (θ,E)-onvenable} > 1 − 1

841d
, (1.2.3)alors il existe δ0 > 0 et Cζ > 0 tels que

sup
u∈Zd

E

(

sup
‖f‖≤1

‖χx+uf(Hω)Pω(I(δ0))χu‖2
2

)

≤ Cζe
−|x|ζ , (1.2.4)pour 0 < ζ < 1, où I(δ0) = [E − δ0, E + δ0]. Comme onséquene, on a E ∈ ΣSI (voir (1.1.21))et on obtient les propriétés suivantes,(SUDEC) Déroissane uniforme et sommable des orrelations des fontions propres (Sum-mable uniform deay of eigenfuntion orrelations) : pour presque tout ω ∈ Ω, le spetre duhamiltonien Hω dans I ⊂ ΣSI est purement pontuel de multipliité �nie. Soit {ǫn,ω}n∈Nune numération des valeurs propres di�érentes de Hω dans I. Alors pour haque ζ ∈]0, 1[12



1.2. Présentation des travaux de thèseet ǫ > 0 on a, pour x, u ∈ Z
d,

‖χx+uφ‖‖χuϕ‖ ≤ CI,ζ,ǫ,ω‖T−1
u φ‖‖T−1

u ϕ‖〈x+ u〉 d+ǫ
2 〈u〉 d+ǫ

2 e−|x|ζ , (1.2.5)pour tout φ,ϕ ∈ Ran Pω({ǫn,ω}) (voir Setion 2.2).(SULE) Fontions propres semi-uniformément loalisées (semi-uniformly loalized eigenfun-tions) : Soit I ⊂ ΣSI et soit {ǫn,ω}n∈N la numération des valeurs propres di�érentes de Hωdans I. Pour tout ǫ > 0, il existe une onstante mǫ > 0 et, pour presque tout ω ∈ Ω, il existeune onstante Cǫ,ω <∞, telles que si (ϕn,ω)n∈N sont les fontions propres normalisées as-soiées aux valeurs propres {ǫn,ω}n∈N dans I, alors il existe des entres de loalisation
{xn,ω}n∈N, tels que pour tout n ∈ N et x ∈ Z

d on a
‖χxϕn,ω‖ ≤ Cǫ,ωe

mǫ(log|xn,ω |)1+ǫ
e−mǫ|x−xn,ω|. (1.2.6)De plus, les entres de loalisation xn,ω peuvent s'ordonner de telle manière que

|xn,ω| ≥ C̃ωn
1/(4ν), (1.2.7)pour une onstante �nie C̃ω > 0, et la onstante ν > d/4 omme dans la propriété UGEE,voir (2.2.8).(DFP) Déroissane des projetions de Fermi (Deay of the Fermi projetions) : pour E ∈

ΣSI et pour ζ ∈]0, 1[ quelonque on a
sup
u∈Zd

E{‖χx+uPω((−∞, E])χu‖2
2} ≤ Cζ,λ,Ee

−|x|ζ , (1.2.8)où la onstante Cζ,E est loalement bornée en E.L'ensemble d'énergies où on peut démarrer le Théorème 2.1.3, 'est-à-dire, là où Hω véri�eune estimée de Wegner uniforme (1.2.2) ainsi omme l'estimé de pas initial (1.2.3) est désignépar ΣMSA.Dans notre démonstration, nous formulons la proédure de réurrene de l'analyse multi-éhelles de manière loale, ave des boîtes entrées sur des points arbitraire de l'espae. Demême, nous onstruisons loalement une expansion en fontions propres généralisées, qui ferale passage entre l'analyse multi-èhelles et la loalisation dynamique. Nous montrons ensuiteque, pour des modèles assez généraux, sous la ontrainte d'uniformité des estimées de Wegneret l'estimée d'éhelle initiale, la MSA adaptée loalement donne les mêmes résultats que dans leas ergodique.1.2.2 Transition métal-isolant d'AndersonNous étudions le régime de loalisation dynamique en utilisant l'exposant de transport β(E)dé�ni omme le taux de roissane de la fontion Mu,ω(p,X , T ), dé�nie par (1.1.19), dans l'ex-pression
sup

u
E (Mu,ω(p,X , T )) ∼ T pβ(E). (1.2.9)On dé�nit deux ensembles omplémentaires : la région de loalisation dynamique ΞDL = {E ∈

R : β(E) = 0} et elle de déloalisation dynamique ΞDD = {E ∈ R : β(E) > 0}. Ces régions13



Chapitre 1. Introdution et présentation des résultatssont respetivement appelées dans la littérature �région de transport métallique faible� et �régionde déloalisation dynamique ou de transport trivial�. Par dé�nition, la région de loalisatondynamique ΣSI , dé�nie par (1.1.20), est ontenue dans ΞDL qui, don par le Théorème 1.2.1,ontient la région ΣMSA, d'appliabilité de la MSA. Ce qui omplète la aratérisation de larégion de loalisation dynamique, est le fait que si β est au dessous de la valeur ritique s/2d,alors on peut obtenir le pas initial (1.2.3) pour démarrer la MSA. Pour ela, nous obtenons[GK04, Theorem 2.11℄ dans le as non ergodique :Théorème 1.2.2. Soit Hω un opérateur de Shrödinger aléatoire omme il est dé�ni auparavant,qui véri�e une estimée de Wegner ave un exposant de Hölder s dans un intervalle ouvert J .Soit X ∈ C∞
c,+(R) ave X ≡ 1 sur un intervalle J ⊂ J , α ≥ 0 et p > p(α, s) := 12d

s + 2αd
s . Si

lim inf
T→∞

sup
u∈Zd

1

Tα
E (Mu,ω(p,X , T )) <∞, (1.2.10)alors J ⊂ ΣMSA. En partiulier, (1.2.10) est véri�é pour tout p ≥ 0.Le Théorème 1.2.2 implique la relation ΞDL ⊂ ΣMSA, et omme onséquene, que l'ensembled'énergies dont l'exposant β est nul est équivalent à l'ensemble où on a de la loalisation dy-namique, i.e., ΞDL = ΣSI , et plus, ΞDD = {E ∈ R : β(E) > s/2d}. L'énergie de mobilité quisépare es deux régions de loalisation et déloalisation dynamiques est un point de disontinuitéde l'exposant β. Ainsi, l'exposant de transport β(E) donne une aratérisation de la transitionde transport métal-isolant pour des modèles non-ergodiques, e qui est onnu dans le adreergodique. Ensuite, nous nous intéressons à la validité du résultat du théorème préédent si l'in-formation sur la roissane du moment aléatoire Mu,ω(p,X , T ) est donnée juste en probabilité.Cei donne le résultat dans un version presque sûre (régime quenhed) puisque l'on onnaît sonomportement pour un ensemble de réalisations du potentiel aléatoire, et non plus en moyennesur l'aléa qui est le régime habituel (annealed).Théorème 1.2.3. Soit Hω l'opérateur de Shrödinger aléatoire dé�ni auparavant, qui véri�e uneestimée de Wegner ave exposant de Hölder s dans un intervalle ouvert J . Soit X ∈ C∞

c,+(R)ave X ≡ 1 sur un intervalle J ⊂ J , α ≥ 0 et p > p(α, s) := 15d
s + 2αd

s . Si
lim inf
T→∞

sup
u∈Zd

T
s
d P(Mu,ω(p,X , T ) > Tα) = 0, (1.2.11)alors J ⊂ ΣMSA. En partiulier, (1.2.11) est véri�é pour tout p ≥ 0.Remarque 1.2.2. Si le moment aléatoire roît presque sûrement moins vite qu'un polyn�me, eiimplique en partiulier la ondition (1.2.11) pour un ertain α > 0 et on a les onséquenes duthéorème.De plus, si la ondition (2.28) dans [GK04, Theorem 2.11℄ est vraie pour α > 0 et p >

p(α, s) + d, alors la ondition (1.2.11) est véri�ée pour α′ = α + δ et le même p, où 0 < s/2 <

δ < s(p−p(α,s))
2d et p > p(α′, s), puisque par l'inégalité de Chebyshev on a, pour tout T > 0

T
s
d sup

u
P(Mu,ω(p,X , T ) > Tα′

) ≤ 1

Tα+δ−s/2
sup

u
E(Mu,ω(p,X , T )). (1.2.12)Don (1.2.11) est ertainement une ondition plus faible que (1.2.10).14



1.2. Présentation des travaux de thèseNous voyons ainsi que la dynamique de la solution de l'équation de Shrödinger ψ(t, x) =
e−itHωψ(0, x), dans (1.1.1), est semblable dans sa version moyennée (annealed) et presque sûre(quenhed).Pour illustrer que ei n'est pas toujours le as, onsidérons le modèle d'Anderson parabolique(MAP) [GaMo90, GaKo05, GaKoMo07℄. Cei est le problème de Cauhy pour l'équation de lahaleur dans Z

d ave un potentiel aléatoire, donné par
∂tu(t, x) = ∆u(t, x) + ξ(x)u(t, x) onR+ × Z

d

u(0, x) = δ0(x) (1.2.13)où ∆ est le Laplaien disret et ξ est le potentiel ergodique à valeurs réelles ave des variablesaléatoires identiquement distribuées. Le omportement asymptotique en temps de la solution ude (1.2.13) est déterminé par les propriétés spetrales de l'opérateur H = ∆ + ξ. Ce modèleest important en physique mathématique puisqu'on observe de l'intermittene. Cela signi�e qu'ilexiste un nombre petit de régions dans l'espae, appelées des îles d'intermittene, qui sont loinles unes des autres et qui portent asymptotiquement toute la masse de la solution u, dé�niepar la quantité aléatoire U(t) =
∑

x∈Zd u(t, x). Pour obtenir une aratérisation géométriquedu phénomène d'intermittene, on herhe à omprendre le omportement asymptotique de U(t)lorsque t→ ∞, la géométrie des îles d'intermittene qui portent la plus grande partie de la masse
U(t), ainsi que la forme typique du potentiel ξ et la forme de la solution u sur ses îles. Le régimemoyenné orrespond à l'étude de l'espérane de U(t) dans l'espae de probabilité, 'est à dire,sur l'espae de toutes les on�gurations possibles du potentiel ξ, omme dans les OSA, alors quedans le régime presque sûr on regarde les asymptotiques pour un ensemble de réalisations demesure totale dans l'espae de probabilités. On observe des omportements di�érents dans esdeux régimes, par rapport à la forme, la taille et la quantité des îles d'intermittene omme à laforme du potentiel ξ qui gouverne es traits [GaMo90℄. La transition du régime presque sûr aurégime moyenné fut analysée dans [BAMR05℄, en onsidérant les asymptotiques d'une version dela masse U(t) à volume �ni, normalisée par le volume.1.2.3 Opérateurs de Delone�AndersonComme appliation des outils développés préédemment, nous poursuivons ave l'étude desopérateurs de la forme Hω = H0 + λVω. La partie libre H0 est un opérateur auto-adjoint semi-borné inférieurement et Vω est l'opérateur de Delone�Anderson dé�nit par

Vω =
∑

j∈D

ωju(x− j), u ∈ Cc(Λr), (1.2.14)où D est un ensemble de Delone de paramètres (r,R) pas forément périodique, et où les variablesaléatoires ωj sont indépendantes et identiquement distribuées. On suppose que le potentiel desimple site u ∈ Cc(Λr), l'ensemble de fontions ontinues à support ompat ontenu dans le ubede �té R. Notons que, omme r est la distane minimale entre les points de D, u ne véri�e pasla ondition de reouvrement
∑

j∈D

u(x− j) ≥ CχRd, ave 0 < C <∞, (1.2.15)puisque les supports de u(x− j) sont disjoints. 15



Chapitre 1. Introdution et présentation des résultatsNous herhons à montrer la loalisation dynamique et à obtenir une borne quantitativesur l'intervalle de loalisation ainsi qu'à obtenir la transition métal-isolant d'Anderson dans leas magnétique en dimension d = 2. Notre problème onsiste à démontrer les deux hypothèsesnéessaires pour démarrer l'analyse multi-éhelles pour le adre non ergodique : l'estimée deWegner (1.2.2) et l'estimée d'éhelle initiale (1.2.3).Obtenir l'estimée de Wegner s'avèra une question di�ile en soi, puisque le problème dumanque d'invariane par translation dans (1.2.14) se voit empirer par le manque de onditionde reouvrement (1.2.15) pour le potentiel de simple site u. Une manière d'obtenir des estiméesde Wegner, dans le adre ergodique, est de �lever� le spetre en exprimant l'opérateur aléatoireomme une perturbation négative d'un opérateur maximal (périodique, dans le as où D est unréseau) dont l'in�mum spetral se situe stritement au-dessus de l'in�mum spetral de l'opérateuroriginal. De ette manière l'estimée de Wegner est obtenu en dehors du spetre d'un opérateurpériodique [BdMLS11, BdMNSS06℄.Dans [BdMNSS06℄, pour une on�guration d'impuretés du type Delone et H0 = −∆, onmontre que l'in�mum spetral de l'opérateur maximal est stritement positif en utilisant desonditions de bord de Neumann et un argument de ompaité. Ensuite on utilise la méthodede moments frationnaires [AM93, A94℄ pour montrer de la loalisation en bas du spetre. Ce-pendant, ette analyse ne donne pas d'information quantitative sur le plaement de et in�mumspetral de l'opérateur maximal. On a omme but dans e travail, entre autres, d'obtenir del'information sur la taille de la région de loalisation, notamment, une borne sur sa dépendaneaux paramètres de l'ensemble de Delone.Dans e ontexte, il est fondamental que l'opérateur libreH0 véri�e le prinipe de ontinuationunique (UCP, de ses sigles en anglais). Cela signi�e que pour tout E ∈ R et pour toute ϕ ∈H2lo(Rd) qui est solution de l'équation (H0−E) = 0, si ϕ s'annule sur un ensemble ouvert de R
d,alors ϕ est identiquement nulle. Pour des potentiels A et Vω assez réguliers, l'opérateur véri�eune telle propriété [W95℄. Pour illustrer de manière simple la version quantitative de e prinipe,regardons une fontion propre ϕ de l'opérateur H0 restreint à un volume G ⊂ R

d. Si ϕ 6= 0 sur
G, alors pour x ∈ R

d, δ > 0 et Θ ⊂ R
d, tels que B(x, δ) et Θ sont ontenus dans G et loin de

∂G, il existe une onstante C > 0, dépendante de d,G,Θ et de dist(x,Θ), telle que,
‖ϕ‖2

B(x,δ) ≥ C ‖ϕ‖2
Θ sur G. (1.2.16)La version quantitative de l'UCP est onséquene des estimées de type Carleman [BoK05, GK11,EV03℄. L'UCP fut exploité par Combes, Hislop et Klopp dans [CHK03, CHK07℄ pour obtenirdes estimées de Wegner pour le modèle d'Anderson sans avoir une ondition de reouvrement(1.2.15) pour le potentiel de simple site u. L'ingrédient prinipal de leur preuve est une borneinférieure pour les projeteurs spetraux P0(I) de l'opérateur H0 assoiés à un intervalle I ⊂ R,de la forme

P0(I)V P0(I) ≥ C ′P (I), (1.2.17)pour une onstante C ′ > 0, où V est le potentiel (déterministe) périodique obtenu en faisanttoutes les variable aléatoires égales à 1 dans Vω, (1.1.6), i.e.,
V (x) =

∑

j∈Γ

u(x− j). (1.2.18)Comme le potentiel de simple site u véri�e u ≥ u−χB(0,δ) pour des onstantes u−, δ > 0, et δ16



1.2. Présentation des travaux de thèsepetit, (1.2.17) revient à dire que si ϕ ∈ Ran P0(I), alors
∑

j∈Γ

‖ϕ‖2
B(j,δ) ≥ C ′′‖ϕ‖2, (1.2.19)pour une onstante C ′′ > 0. Le résultat dans [CHK03℄ est basé sur la périodiité du réseau etl'utilisation de la théorie de Floquet. Connaître la onstante C ′ dans (1.2.17) est importantepuisqu'elle rentre dans la onstante QW de l'estimée de Wegner (1.2.2) omme C ′−2 [CHK03,CHK07℄, ependant, sa forme expliite ne fut pas néessaire dans es résultats. Par ailleurs, etteinformation est fondamentale pour Bourgain et Kenig [BoK05℄ dans leur preuve de loalisationd'Anderson pour le modèle de Bernoulli dans L2(Rd). Ils montrèrent que si l'on érit R :=

dist(x,Θ) et τ := ‖ϕ‖G‖ϕ‖−1
Θ dans (1.2.16), la onstante C dépend de es paramètres omme

C ≈ R−R4/3 log τ . (1.2.20)Plus tard, Germinet et Klein [GK11℄ se basèrent sur es résultats pour donner une formuleexpliite pour C ′ dans (1.2.17), en utilisant la théorie de Bloh-Floquet. Une déomposition deFloquet du potentiel (1.2.18) permet de réduire l'étude de ϕ sur G à l'étude de son omportementsur Λq, la ellule élémentaire du réseau Γ, de période q. Si q ≥ 2, ils obtinrent l'estimée (1.2.16)ave G = Λq, B(x, δ) ⊂ suppu et une onstante
C ≈ q−q4/3

, (1.2.21)qui ne dépend pas du quotient τ . Comme l'estimée est uniforme par rapport au plaement de laellule dans G, au moment de réunir les termes pour réonstruire Γ, on obtient (1.2.23) ave lamême onstante C. Ainsi, dans (1.2.23), la onstante dépend seulement de la période du réseauet non pas de la taille de ϕ sur G ni du quotient τ .Dans le as où la distribution d'impuretés dans le milieu n'est pas périodique, par exemple,le as des modèles de Delone�Anderson, la manque d'une théorie de Bloh-Floquet s'avéra unobstale important. Prenons un opérateur de Delone�Anderson ave un ensemble de Delone sous-jaent apériodique D, tel que l'on peut déomposer G en ellules Λq où haque point j de D est àl'intérieure d'une ellule, que l'on désigne par Λq(j). Si on essaye de proéder omme dans [GK11℄,on obtient l'estimée (1.2.16) ave une onstante C qui peut être di�érente pour haque elluleélémentaire Λq(j), disons, Cj , et qui peut même dépendre d'un quotient τj := ‖ϕ‖G‖ϕ‖−1
Λq(j).Ensuite, on obtient une estimée équivalente à (1.2.23) sur G, de la forme

∑

j∈D∩G

‖ϕ‖2
B(j,δ) ≥

∑

j∈D∩G

Cj‖ϕ‖2
Λq(j), (1.2.22)tandis que dans le as périodique, on a Cj = C0 et τj = τ0 ∀j ∈ D. Or, rien n'assure que

inf{Cj , j ∈ D ∩ G} soit indépendant de la taille de G et que, don, le terme à gauhe dans(1.2.23) reste positif quand G tend vers tout l'espae R
d. Dans e adre, des résultats analoguesà eux de [GK11℄ furent obtenus dans [RMV12℄ pour des fontions propres de l'opérateur H0,pour Hω = −∆ + V0 + Vω, où V0 est un potentiel borné. La prinipale di�ulté dans le asapériodique est de ontr�ler le terme ‖ϕ‖G‖ϕ‖−1

Θ qui apparaît dans la onstante C et ainsiéliminer toute dépendane de la taille de G dans (1.2.23) qui donnerait que inf{Cj , j ∈ D} > 0.C'est e que nous obtenons dans [RMV12℄, où, par un argument de rédution géométrique, pour
ϕ ∈ Ran P0(I) une fontion propre, on a (1.2.23) à volume �ni, soit :

∑

j∈D∩G

‖ϕ‖2
B(j,δ) ≥ C ′′ ∑

j∈D∩G

‖ϕ‖2
Λq(j) = C ′′‖ϕ‖2

G. (1.2.23)17



Chapitre 1. Introdution et présentation des résultatsDans l'Appendie A.1, on présente une preuve simpli�é du résultat dans [RMV12℄. En bas duspetre, ela entraîne (1.2.17) par un argument de [BdMLS11℄ et sans avoir reours à une déom-position de Floquet. Pour un intervalle I ⊂ R arbitraire, (1.2.17) reste un problème ouvert dansle modèle de Delone�Anderson. En dimension 1, il y a des résultats du type (1.2.23) pour desfontions propres [K96, V96, KV02a℄, que l'on onsidérera plus tard ave le modèle de Delone�Bernoulli.En e qui onerne l'estimée d'éhelle initiale, ela onsiste à établir la déroissane de larésolvante à volume �ni à partir d'une ertaine éhelle. En bas du spetre, ei est une onséquenede l'existene d'une laune spetrale pour les versions à volume �ni de Hω, où on peut utiliserl'estimée de Combes�Thomas. Aux bords du spetre, on peut aussi utiliser des asymptotiquesde Lifshitz, qui est un omportement aratéristique de la densité d'états intégrée (IDS) sur esrégions spetrales. Cet argument ne fontionne pas en toute généralité dans le as d'un ensemblede Delone apériodique, où, faute d'un théorème ergodique onvenable, même l'existene de l'IDSs'avère un problème plus déliat que l'on traitera dans le dernier hapitre de ette thèse, et oùon trouvera des asymptotiques de Lifshitz seulement en bas du spetre. Les launes spetralesinternes restent enore hors de portée.La version quantitative de l'UCP est aussi importante pour avoir de l'information sur l'in�-mum spetral. Si on onnaît la onstante C ′ dans (1.2.17) pour l'état fondamental ϕ, normalisé,d'un opérateur H0 et un potentiel V , alors (1.2.17) implique
〈ϕ, (H0 + V )ϕ〉 = 〈ϕ,H0ϕ〉 + 〈ϕ, V ϕ〉 (1.2.24)

≥ E0 + C ′, (1.2.25)où E0 = inf σ(H0). Le lien entre la perturbation de l'in�mum spetral et (1.2.17) fut étudié,notamment, dans [BdMLS11℄. Dans e adre, es inégalités deviennent utiles pour estimer lataille des launes spetrales en bas du spetre et don, pour l'obtention de l'estimée d'éhelleinitiale.Nous regroupons nos résultats par type d'opérateur non perturbé H0 : ave puis sans hampmagnétique.1.2.4 Opérateurs de Landau ave perturbation du type Delone�AndersonConsidèrons le hamiltonien de Landau ave hamp magnétique onstant B et une pertur-bation du type Delone�Anderson, que l'on dénote par HB,λ,ω. Nous appliquons les résultatspréédents et on montre l'existene d'une transition métal-isolant, omme dans le as ergodique[GKS07℄. Plus préisement, on montre l'existene des régions spetrales omplémentaires de lo-alisation et déloalisation dynamiques. En faisant ela, on généralise des résultats onnus pourles hamiltoniens de Landau aléatoires ergodiques [CH96, GK03, GKS07, GKS09℄ au adre nonergodique.Le spetre deHB,λ,ω est ontenu dans des bandes, dites de Landau. Si le paramètre de désordre
λ et le support des variables aléatoires sont tels que les bandes de Landau sont disjointes, nousmontronsThéorème 1.2.4. Soit HB,λ,ω un opérateur de Delone-Landau, ave potentiel Vω donné par(1.2.14), pour lequel les bandes de Landau sont disjointes. Alors pour haque n = 0, 1, 2, ... il existeune onstante positive B(n), dépendante des paramètres du modèle, telle que pour tout B > B(n),18



1.2. Présentation des travaux de thèse
HB,λ,ω présente une transition métal-isolant d'Anderson presque surement dans l'enième bandede Landau.Par rapport à l'estimée de Wegner, on se base sur [CHKR04℄, où l'utilisation d'une déompo-sition de Floquet est remplaée par des estimées sur des projeteurs spetraux. Ces argumentssont onvenables dans le adre apériodique, puisque es propriétés, inhérentes à la situation ma-gnétique, ne dépendent pas de la périodiité du réseau. L'estimée d'éhelle initiale est abordéedans le Théorème 3.3.1, où nous prouvons la loalisation dynamique aux bords des bandes deLandau.La déloalisation dynamique est, par ailleurs, établie à l'intérieur de haque bande de Lan-dau dans le Théorème 3.3.4. Cei est une onséquene, d'une part, de la quanti�ation de laondutivité de Hall σH (1.1.23) et d'autre part, de la déroissane des projeteurs de Fermidonnée par le Théorème 1.2.1. Les arguments de [GKS07℄ ne sont pas sensibles à la périodiitédu réseau et don on peut suivre le même raisonnement. Rappelons que la ondutivité de Hall
σH est quanti�ée sur des intervalles de loalisation dynamique. De plus, sous la ondition d'avoirdes bandes de Landau disjointes, dans un ertain régime du paramètre de désordre λ (petit),les launes spetrales restent ouvertes et don, la valeur de σH sur es régions reste onstante.Puisque σH a des valeurs dans N pour le hamiltonien de Landau libre [BSvE94℄ sur les launesspetrales, on peut en déduire que la ondutane de Hall ne peut pas rester onstante danstout le spetre et don il existe au moins une énergie déloalisée. De plus, omme nous avonsmontré de la loalisation dynamique aus bords des bandes spetrales, ei montre l'existened'une énergie de mobilité entre les régions métallique et isolante.De plus, le Théorème 3.3.5 assure que es résultats ne sont pas triviaux en démontrant qu'ilexiste presque sûrement du spetre de HB,λ,ω dans les régions où nous démontrons qu'il y a dela loalisation dynamique. Plus préisement, nous montrons que s'il y a des launes spetralesdans des bandes de Landau, leur taille doit être plus petite que B−1/2. Ce résultat fut démontrédans le adre ergodique dans [CH96, Appendix B℄. Pour l'adapter aux opérateurs de Delone�Anderson, nous onsidérons le système dynamique de Delone olorié X̂D, dé�ni dans (1.1.15).Dans ette onstrution, il est fondamental d'avoir la bonne dé�nition de translation, à savoir,quand on translate un ensemble Dω ∈ X̂D dans R

d, on le fait de manière que la variable aléatoire
ωj, j ∈ D est translatée ave le point j ∈ D. Autrement dit, le translaté du point (j, ωj) ∈ Dωest (j + x, ωj) ∈ (D + x)ω, dans un sens que l'on dérira rigoureusement dans le Chapitre 5. Ongénéralise [CH96, Appendix B℄ en utilisant une translation partiulière de Dω, et les résultatsobtenus sont uniformes par rapport à la translation hoisie.1.2.5 Perturbations du type Delone�Anderson de H0 = −∆ et H0 = −∆ + V0On onsidère des perturbations de type Delone�Anderson d'un opérateur H0 où H0 = −∆ou bien H0 = −∆ + V0, et V0 est un potentiel déterministe borné. On véri�e les hypothèses duThéorème 1.2.1 pour montrer de la loalisation dynamique en bas du spetre.Dans le asH0 = −∆, en e qui onerne l'estimée de Wegner pour le Laplaien libre en bas duspetre, nous nous servons d'une méthode de moyennage spatiale omme dans [GHK07, BoK05,G08℄. Cela onsiste à utiliser un potentiel auxiliaire qui reproduit une ondition du reouvrement(1.2.15) et qui, don, �lève� le spetre et donne le prinipe de ontinuation unique quantitativedont on a besoin pour obtenir un estimée de Wegner optimale en suivant les arguments de19



Chapitre 1. Introdution et présentation des résultats[CHK07, CHK03℄, sans utiliser une déomposition de Floquet. Plus préisement, pour le potentiel
VΛ dé�ni omme la restrition de (1.2.18) sur un ube Λ, nous prenons le potentiel auxiliaire V Λ,

V Λ(·) =
1

|Λ|

∫

Λ
VΛ(· − a)da ≥ CχΛ(·), (1.2.26)où la onstante C dépend de u,R, d. On peut montrer que pour ϕ ∈ Ran P0,Λ(I) = χI(−∆Λ), où

I ⊂ R ontient 0, on a 〈(V Λ − VΛ)ϕ,ϕ〉 ≈ ‖∇ϕ‖. Don, le fait de travailler à très basse énergieassure que le potentiel auxiliaire est une bonne approximation du potentiel original. De plus, parle terme à gauhe de (1.2.26), le potentiel auxiliaire véri�e (1.2.17) sur le ube Λ, d'où on obtientl'estimée de Wegner.Le même argument de moyennage produit une laune spetrale en bas du spetre pour desversions à volume �ni de Hω, e qui ave l'estimée de Combes�Thomas sert à montrer l'estiméed'éhelle initiale, et à obtenir, don, la loalisation dans un intervalle d'énergie [0, E∗]. Ce raison-nement fut utilisé pour le modèle de Bernoulli dans [G08℄. Ensuite, on utilise des ritères issus de[GK03℄ pour savoir omment la longueur de l'intervalle de loalisation E∗ dépend expliitementdes paramètres de l'ensemble de Delone sous-jaent au potentiel Vω. Plus préisement :Théorème 1.2.5. Soit M > 0 �xé et D un ensemble de Delone de paramètres (r,R). Soit
Hω = −∆+Vω l'opérateur de Delone�Anderson assoié sur L2(Rd), où Vω est donné par (1.2.14),ave des variables aléatoires appartenant à l'intervalle [0,M ], de manière que σ(Hω) = [0,∞)pour p.t. ω ∈ Ω. Il existe des onstantes positives C ′ et A, qui dépendent des paramètres dumodèle d, u,M et de la distribution de probabilité µ, et une énergie

E∗ =
C ′

R2(d+1) |logAR|2/d
(1.2.27)telles que pour tout intervalle I ⊂ [0, E∗), on a I ⊂ ΣMSA. En partiulier, on a de la loalisationdynamique dans [0, E∗) pour la famille {Hω}ω∈Ω.La méthode de moyennage (1.2.26) est une approhe élémentaire du problème d'obtenir(1.2.17). Son avantage, hors sa simpliité, est qu'elle peut s'utiliser dans le adre ontinu ainsiomme dans le adre disret, là où l'UCP n'est pas valable. Prenons, par exemple, le modèled'Anderson

Hω = −∆ + Vω sur l2(Zd), (1.2.28)où
Vω(x) =

∑

j∈(2Z)d

ωjδj(x), (1.2.29)où δj(·) est le delta de Kroneker et ωj sont des variables aléatoires indépendantes, identiquementdistribuées supportées dans [0,M ], pour M > 0. Notons que Vω est un potentiel invariant parrapport aux translations dans (2Z)d, et don (1.2.28) est un opérateur ergodique. Cei impliqueque le spetre σ(Hω) = [0, 2d+M ] pour p.t. ω ∈ Ω. De plus, e potentiel a des trous, i.e.,. Vω = 0sur Z
d \ (2Z)d. En utilisant le moyennage spatiale (1.2.26), on peut suivre la même preuve del'estimée de Wegner que dans le théorème préédent pour obtenir une estimée de Wegner pour(1.2.28) dans un intervalle I = [0, Ed), où Ed est une onstante qui dépend de la dimension d.Pour obtenir l'estimée de pas initial en bas du spetre, l'ergodiité du modèle nous permet deproéder de la manière standard dans le adre ergodique, qui onsiste à utiliser la densité d'étatsintégrée pour obtenir des asymptotiques de Lifshitz en bas du spetre. Puisque l'on peut véri�erles hypothèses de la MSA pour e modèle ergodique, on obtient20



1.2. Présentation des travaux de thèseThéorème 1.2.6. Pour le modèle d'Anderson disret (1.2.28), (1.2.29), on a de la loalisationdynamique en bas du spetre.Ce résultat est, à notre onnaissane, le premier sur la loalisation pour des potentiels ergo-diques disrets ave des trous.Nous prenons ensuite le as où H0 = −∆ + V0, ave V0 un potentiel borné. En prenantdes variables aléatoires appartenant à [0,M ], on a E0 = inf σ(H0) = σ(Hω) pour p.t. ω ∈ Ω.Si V0 6= 0, la méthode de moyennisation spatiale utilisée auparavant ne fontionne plus en basdu spetre puisque E0 6= 0, et don le potentiel auxiliaire n'est plus une bonne approximationdu potentiel original. Si V0 est périodique nous obtenons une estimée de Wegner optimale endehors du spetre non perturbé en suivant le raisonnement de [CHK03, CHK07℄, sans utiliser leprinipe de ontinuation unique. Par ailleurs, dans le as où H0 a une densité d'états intégrée quiest Hölder ontinue, nous utilisons ette ontinuité pour remplaer le prinipe de ontinuationunique et obtenir ainsi une estimée de Wegner optimale. Sinon, pour le as H0 = −∆ + V0où V0 est simplement borné, on utilise les résultats sur des estimés de Wegner obtenus pourdes potentiels de Delone dans [RMV12℄. En e qui onerne l'estimée d'éhelle initiale, nouspro�tons du prinipe de ontinuation unique de [RMV12℄ pour obtenir la bonne déroissanede la résolvante par l'estimée de Combes�Thomas, sous une ondition sur le désordre. Pluspréisement, on suppose que la distribution de probabilité µ a un omportement assez plat surles bords de son support. Ii on peut, omme auparavant, identi�er la dépendane de l'énergie
E∗ des paramètres de l'ensemble de Delone et obtenir le théorème qui suit,Théorème 1.2.7. Soit D un ensemble de Delone de paramètres (r,R) et Hω = −∆ + V0 + Vωl'opérateur de Delone�Anderson assoié sur L2(Rd), où V0 est un potentiel borné et Vω est donnépar (1.2.14). On suppose qu'il existe des onstantes c et τ ≥ d/2 telles que la distribution deprobabilité µ supporté dans [0,M ] véri�e au bord

µ[0, t] ≤ ctτ , pour t > 0 petit. (1.2.30)Soit β ∈ (d/(2τ), 1) �xé. Alors, il existe des onstantes C ′ et C qui dépendent de d,M, I, u, V0, βet une énergie E∗ donnée par
E∗ = E0 +C ′R−C R4/3sgn(R−1) (1.2.31)telles que pour tout intervalle ouvert I ⊂ [E0, E∗), assez petit, on a I ⊂ ΣMSA. En partiulier,

Hω a du spetre dynamiquement loalisé dans [E0, E∗), où E0 = inf σ(Hω) pour p.t. ω ∈ Ω.Ensuite, nous nous intéressons au as Hω = −∆+V0, où V0 est borné et Vω est un potentiel deDelone�Bernoulli de la forme (1.2.14) où les variables aléatoires sont de Bernoulli, de paramètre
β, tel que 0 6= E0 = inf σ(H0) = inf σ(Hω) pour p.t. ω ∈ Ω. Sans perte de généralité, onsuppose que E0 > 0. Pour ei, on utilise la MSA développée par [GK11℄, basée sur [BoK05℄.Il su�t de montrer l'estimée d'éhelle initiale, et on le fait en montrant qu'il existe, ave uneassez bonne probabilité, une laune spetrale au dessus de E0 pour la version à volume �ni del'opérateur Hω. Pour ela, on extrait de Vω un potentiel auxiliaire VK qui est du type Delone deparamètre maximal KL, où KL dépend de la taille de la boite ΛL utilisée pour dé�nir la versionà volume �ni de Hω. Pour montrer que la perturbation VK rée une laune spetrale au dessusde l'in�mum spetral E0, on se sert d'une des onséquenes du prinipe de ontinuation uniquedans sa version quantitative, sur la perturbation de l'in�mum spetrale (voir l'Appendie A.3 et21



Chapitre 1. Introdution et présentation des résultats[RMV12, BdMLS11℄). On utilise la onstante du prinipe de ontinuation unique obtenue dans[RMV12℄, valable pour toute dimension. Cette onstante dépend des paramètres de l'ensemble deDelone de aratéristique maximale R de la forme CUCP ≈ R−R4/3 , qui est la même dépendaneque dans le as d'un réseau périodique, voir [BoK05, GK11℄. Cette information, appliquée aupotentiel VK donne la taille de la laune spetral au dessus de E0, qui dans e as sera de l'ordrede K−K
4/3
L

L . Ensuite, on utilise l'estimée de Combes�Thomas pour montrer la déroissane de larésolvante à l'intérieur de la laune spetrale, qui prouve l'estimée d'éhelle initiale, omme onl'a fait pour les variables aléatoires à densité régulière. Dans notre analyse, la forme expliite dela onstante CUCP joue un r�le entral dans la preuve de l'existene d'une laune spetrale (voirAppendie A.3).Théorème 1.2.8. Soit D un ensemble de Delone à paramètres (r,R) et Hω = −∆ + V0 + Vωl'opérateur assoié sur L2(Rd), où Vω est un potentiel de Delone�Bernoulli de paramètre β.i. En dimension d ≥ 2, on a de la loalisation dynamique en bas du spetre.ii. En dimension d = 1, il existe une onstante C, qui dépend de u et V0, tel que si
β < e−C R, (1.2.32)alors on a de la loalisation dynamique en bas du spetre.La restrition d ≥ 2 est donnée par la déroissane que l'on obtient de l'estimée de Combes�Thomas. Or, en dimension d = 1, on se sert d'un autre prinipe de ontinuation unique obtenupour des on�gurations d'impuretés périodiques dans [V96, KV02a℄. Ces arguments se basentsur le lemme de Gromwall, et ne se servent pas de la périodiité du réseau. Dans l'AppendieA.2 nous suivons es arguments pour des on�gurations de Delone et ainsi nous obtenons uneonstante qui dépend du paramètre maximal R de l'ensemble de Delone omme CUCP ≈ R−1e−R.Dans la preuve du Théorème 4.5.1, ei donnera une laune spetrale au-dessus de E0 pour laperturbation VK de taille ≈ K−1

L e−KL . Cette onstante présente une amélioration par rapport àelle obtenue par [RMV12, BoK05, GK11℄. Cependant, on a besoin de la ondition (4.5.3) sur ledésordre pour avoir la bonne déroissane de la résolvante d'après l'estimée de Combes�Thomas.1.2.6 La densité d'états intégrée pour des opérateurs de Delone�AndersonComme nous expliquions au début de ette introdution, une onséquene majeure de l'er-godiité dans le modèle d'Anderson est l'existene de la limite de la fontion de omptage devaleurs propres normalisée, appelée aussi densité d'états intégrée à volume �ni, dé�ni par
νω

z,L(E) =
1

Ld
trχ(−∞,E](Hω)χΛz,L

, (1.2.33)où χΛz,L
est la fontion aratéristique du ube Λz,L de entre z ∈ R

d et volume Ld. Cettedé�nition est équivalente à (1.1.9). L'existene d'une telle limite se fonde sur le théorème er-godique de Birkho�. Celui-i permet de montrer que la suite νω
z,L(E), vue omme un proessusstohastique ergodique, onverge vers une quantité déterministe, obtenue par une moyenne surl'espae de probabilités. Comme le modèle d'Anderson est invariant par rapport aux translationsspatiales, le théorème ergodique nous permet de passer d'une moyenne spatiale à une moyenneen probabilité.Dans le modèle d'Anderson ave des variables aléatoires à distributions déroissantes, qui n'estpas ergodique, on peut remplaer le théorème ergodique par la loi des grands nombres. Pour que22



1.2. Présentation des travaux de thèseela fontionne, on redé�nit la densité d'états à volume �ni (1.2.33) et on remplae le fateur denormalisation Ld de manière onvenable [BoeKS05, Boe03℄. Cei ressemble à l'approhe utiliséedans des modèles à potentiels surfaiques, qui sont ergodiques dans une seule diretion, où onétudie plut�t la notion de densité d'états surfaique [BoeKS05, BdMS03, BdMSS05℄. Dans leadre des opérateurs de Delone�Anderson, où es arguments ne sont pas valables, on utilise lesystème dynamique de Delone oloré X̂D (1.1.15) pour étendre la famille d'opérateurs Hω àune famille {HP ω}P ω∈X̂D
, de manière à retrouver de l'ergodiité. Dans e adre on utilise lethéorème ergodique de Müller et Rihard [MR12℄ qui permet de travailler ave des ensemblesdisrets olorés, où la ouleur peut varier ontinûment, i.e., un espae de ouleur A = I, où I estun intervalle, est admissible. Nous montrons le théorème suivant,Théorème 1.2.9. Soient D un ensemble de Delone de paramètres (r,R) et Hω = H0 + Vωl'opérateur de Delone�Anderson assoié agissant sur L2(Rd). Si le système dynamique assoiéà D, XD est uniquement ergodique, alors la limite (1.2.33) existe pour presque tout ω ∈ Ω. Lalimite est appelée densité d'états intégrée et on la dénote par ν.La preuve onsiste à montrer la onvergene vague des mesures assoiés à la fontion distri-bution (1.2.33). La mesure n dont ν est la fontion distribution, 'est-à-dire ν(E) = n((−∞, E]),est appelée la mesure de densité d'états. Le fait que l'ensemble de Delone est tel que le systèmedynamique assoié soit uniquement ergodique est fondamental pour éliminer des ensembles né-gligeables pour lesquels le résultat du théorème ergodique de [MR12℄ ne se véri�e pas. Sans etteondition, le résultat d'existene dans le Théorème 1.2.9 serait pour presque tout élément de XD,don il pourrait arriver que l'ensemble qui nous interesse soit dans le omplément, de mesurenulle.Pour faire le lien entre la densité d'états intégrée et le spetre de Hω on doit faire quelquessuppositions sur la géométrie de l'ensemble de Delone. D'un �té, D doit véri�er la propriété deomplexité loale �nie : les motifs qui omposent l'ensemble D doivent être, sauf translations,un nombre �ni. Mais e n'est pas su�sant, puisque tout motif de D doit être en plus répété unnombre in�ni de fois dans D. Cei implique que la fréquene d'apparition de motifs doit êtreuniforme, mais en plus non nulle. On appelle ette propriété fréquene d'apparition de motifsuniforme stritement positive. De ette manière, toute région de D qui ontribue à la présened'une valeur propre à une éhelle �nie, est toujours présente dans la limite quand l'éhelle tendvers l'in�ni.Théorème 1.2.10. Soit D un ensemble de Delone de paramètres (r,R) de omplexité loale �nieave une fréquene d'apparition de motifs uniforme et stritement positive. Soit Hω = H0 + Vωl'opérateur de Delone�Anderson assoié agissant sur L2(Rd), ave une mesure de probabilité desimple site à support dans un alphabet �ni. On a
supp n = σ(Hω), pour presque tout ω ∈ Ω, (1.2.34)où suppn est le support topologique de la mesure densité d'états n . Comme onséquene, il existedes ensembles Σpp,Σac,Σsc ⊂ R tels que

σ•(Hω) = Σ•, pour • = pp, ac, sc. (1.2.35)Une fois que l'existene de la densité d'états est démontrée, on peut étudier son omportementen bas du spetre. Pour l'opérateur H = −∆, la loi asymptotique de Weyl donne le omportement[RSIV℄
ν(E) ∼ C(E − E0)

d/2, (1.2.36)23



Chapitre 1. Introdution et présentation des résultatspour des énergies E près de E0 = 0. Plus généralement, pour un potentiel périodique V0 6= 0, ladensité d'états intégrée de H = −∆ + V0 se omporte omme (1.2.36) pour d'énergies E près de
E0 = inf σ(H) [vH53℄.Cependant, pour une perturbation de type d'Anderson, e adre hange abruptement. Lifshitz[L65℄ observa que le omportement de la densité d'états intégrée est fortement a�eté par laprésene du désordre dans un milieu, et que en bas du spetre le omportement polynomial(1.2.36) devient exponentiel. Plus préisement, pour un opérateur Hω = −∆ + V0 + Vω et pourdes énergies très prohes de E0 = inf σ(H0), on a

ν(E) ∼ c1e
c2(E−E0)−d/2

, (1.2.37)pour des onstantes positives c1, c2. On appelle e dernier omportement, asymptotiques deLifshitz [DV75, N77, P77, KM83, KS86℄. Pour une perturbation du type Delone�Anderson duLaplaien, nous trouvons un résultat analogue au as ergodique :Théorème 1.2.11. Soient D et Hω = −∆ + Vω véri�ant les hypothèses du Théorème (1.2.9).La densité d'états intégrée ν(E) a un omportement asymptotique de Lifshitz (1.2.37) en bas duspetre.La preuve suit les mêmes pas que dans le adre ergodique. Cela onsiste à obtenir desbornes supérieure et inférieure pour ν en utilisant l'enadrement de Dirihlet�Neumann. Pourobtenir et enadrement, nous utilisons la sous-additivité et la super-additivité de proessus
trχ(−∞,E](Hω|ΛL

) par rapport aux onditions au bord de Neumann et de Dirihlet, respeti-vement, et le fait que la mesure µ̂ sur l'espae oloré X̂D est invariante par translation dans
R

d. Nous obtenons des bornes supérieure et inférieure qui dépendent des paramètres r et R del'ensemble P ∈ XD. Puisque es paramètres sont les mêmes pour tous les éléments de XD, lesbornes obtenues sont uniformes sur XD. On en déduit des bornes uniformes pour ν.Rappelons que pour un potentiel V0 périodique, le spetre de H0 = −∆ + V0 est une réuniondes bandes de spetre absolument ontinu, où on peut avoir des launes spetrales, i.e., desbandes disjointes. Prenons un potentiel d'Anderson Vω, de taille ‖Vω‖∞ assez petite, tel quele spetre de Hω = H0 + Vω présente des launes spetrales. On s'attend à que la densitéd'états intégrée de Hω véri�e (1.2.37) aux bords (internes) des bandes orrespondants à eslaunes spetrales. On appelle e phénomène asymptotiques de Lifshitz internes [Mez87, S87,Kl99, KlW02℄. En partiulier, Klopp [Kl99℄ montra que si la densité d'états intégrée de l'opérateur
H0 se omporte omme (1.2.36) aux bords spetraux internes, alors la densité d'états intégrée de
Hω véri�e (1.2.37). Son analyse se base dans une approximation de ν(E) par les densités d'étatsassoiées à des opérateurs périodiques, pour lesquelles la onvergene vers ν est exponentiellementrapide. Puisque l'on se sert de la théorie de Bloh-Floquet pour exploiter la périodiité desapproximations, ette méthode ne marhe pas dans le modèle de Delone�Anderson. L'étude desasymptotiques de Lifshitz internes dans le adre non ergodique reste un problème ouvert.L'importane de l'étude des asymptotiques de Lifshitz est lié à la présene de la loalisation[Kl95, Kl02a, KSS98℄. Dans e adre, on peut utiliser le Théorème 1.2.11 pour obtenir l'estiméed'éhelle initiale (1.2.3), en remplaçant l'analyse fait par le moyennage spatiale dans la preuve duThéorème 1.2.5. On obtient de la loalisation dynamique en bas du spetre pour une perturbationde type Delone�Anderson du Laplaien, et la même desription de l'intervalle de loalisationobtenue auparavant (1.2.27). Cependant, la preuve du Théorème 1.2.7 en bas du spetre enutilisant des asymptotiques de Lifshitz reste hors de notre portée.24



1.2. Présentation des travaux de thèsePour illustrer omment la géométrie de l'ensemble de Delone D a des onséquenes sur l'exis-tene de la densité d'états intégrée, nous étudions un opérateur de Delone qui ne véri�e leshypothèses des théorèmes préédents.Considérons une suite de ubes entrés à l'origine, {ΛLk
}k∈N, ave Lk+1 = Lα

k , α > 1. Soit
Ne = {2k : k ∈ N}, No = {2k − 1 : k ∈ N}. On déompose R

d de la manière suivante,
R

d =
∞
⋃

k=1

Ak, Ak = ΛLk
\ ΛLk−1

, ΛL0 = ∅. (1.2.38)Soit D l'ensemble de Delone dé�ni par
D =





⋃

k∈Ne

q1Z
d ∩Ak



 ∪





⋃

k∈No

q2Z
d ∩Ak



 , (1.2.39)et HD l'opérateur de Delone assoié, agissant sur L2(Rd), donné par
HD = H0 +

∑

γ∈D

u(x− γ). (1.2.40)Proposition 1.2.3. Soit νHD,L la densité d'états intégrée à volume �ni de HD. La limite de
νHD,L quand L tend vers l'in�ni n'existe pas.Cei est à la base une onséquene du fait que l'ensemble D ne véri�e pas la propriété defréquene d'apparition de motifs uniforme stritement positive. On onsidère les suites {Ak}k∈Neet {Ak}k∈No séparément : la restrition de H à la suite {Ak}k∈Ne est équivalente à la restritiond'un opérateur périodique Hq1 de période q1, tandis que la restrition de H à la suite {Ak}k∈Nose omporte omme un opérateur périodique Hq2 de période q2. Don, la densité d'états intégréede H se omportera de manière alternée omme elle de Hq1 et de Hq2 . En prenant la limitequand k tend vers l'in�ni, on obtiendra des résultats di�érents pour k ∈ Ne et pour k ∈ No.

25



Chapitre 1. Introdution et présentation des résultats
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Chapter 2Charaterization of theAnderson-Metal Insulator Transitionfor non ergodi operators
Contents2.1 The model and main results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272.2 The Multisale Analysis for the non-ergodi setting: Proof of The-orem 2.1.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 342.2.1 Generalized eigenfuntion expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 342.2.2 Kernel Deay and Dynamial Loalization . . . . . . . . . . . . . . . . . 362.3 The weak metalli transport region: Proofs of Theorems 2.1.6 and2.1.7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392.4 The ase of a weak Wegner estimate: Proof of Theorem 2.1.11 . . . 462.1 The model and main resultsIn this hapter, we study the haraterization of the Anderson metal�insulator transition fornon ergodi random Shrödinger operators in both annealed and quenhed regimes, based ona dynamial approah of loalization. We extend known results for ergodi operators into thismore general setting and obtain annealed and quenhed versions of the transport transition.The haraterization of the Anderson metal-insulator transition à la Germinet-Klein onsistsin proving the equivalene of the region where we an apply the Bootstrap MSA, i.e., where aWegner estimate and an initial length sale estimate hold, and the region where the operator Hωexhibits dynamial loalization. Therefore, the main ingredient in our proof is a generalizationof the Bootstrap Multisale Analysis of Germinet and Klein to �t the non ergodi setting. Inthis setion we reall the results that ompose the transport haraterization and dediate thefollowing two setions of the hapter to their proof. These results are ontained in the artile�Charaterization of the Charaterization of the Anderson Metal�Insulator Transition for NonErgodi Operators and Appliation� published in Annales Henri Poinaré [RM12℄. To ompleteour study, we omment on the ase where only weaker versions of the Wegner estimate hold. In27



Chapter 2. Charaterization of the Anderson transitionthe last setion we prove that in this situation the haraterization fails to hold for dimension
d ≥ 2.For the reader's onveniene, and to make this hapter self-ontained, we reall the notationand de�nitions stated in the Introdution. For x ∈ R

d we denote by ‖x‖ the usual Eulideannorm while the supremum norm is de�ned as |x|∞ = max
1≤i≤d

|xi|, where |·| stands for absolutevalue.Given x ∈ R
d and L > 0 we denote by either B(x,L) or BL(x), the ball of enter x andradius L in the ‖ · ‖-norm, while the set

ΛL(x) =

{

y ∈ R
d : |y − x|∞ <

L

2

}de�nes the ube of side L entered at x, also denoted as Λx,L . We denote the volume of aBorel set Λ ⊂ R
d with respet to the Lebesgue measure as |Λ| =

∫

Rd χΛ(x)ddx, where χΛ is theharateristi funtion of the set Λ. We will often write χx,L for χΛL(x) and denote by ‖f‖x,L or
‖f‖ΛL(x) the norm of f in L2(Λx,L).We denote by C∞

c (Λ) the vetor spae of real-valued in�nitely di�erentiable funtions withompat support ontained in Λ, with C∞
c,+(Λ) being the sublass of nonnegative funtions.We denote by B(H) the Banah spae of bounded linear operators on the Hilbert spae H.For a losed, densely de�ned operator A with adjoint A∗, we denote its domain by D(A) ⊂ L2(Λ)and by ‖A‖ = sup{‖Aφ‖; ‖φ‖2 = 1} its (uniform) norm if bounded. We de�ne its absolutevalue by |A| =

√
A∗A and, for p > 1, we de�ne its (Shatten) p-norm in the Banah spae

Jp(L2(Λ)) as ‖A‖p = (tr |A|p)1/p. In partiular, J1 is the spae of trae-lass operators and J2,the spae of Hilbert-Shmidt operators. We write 〈x〉 =
√

(1 + ‖x‖2) and use 〈X〉 to denote theoperator given by multipliation by the funtion 〈x〉.For onveniene we denote a onstant C depending only on the parameters a,b,... by Ca,b,....Through this hapter, we assume Hω is a general random operator, not neessarily ergodi(see 1.1.3), satisfying properties(R) Vω = V +
ω + V −

ω , where V +
ω and V −

ω are real valued measurable proesses on Ω suh thatfor P−a.e. ω : 0 ≤ V +
ω ∈ L1

loc(R
d) and V −

ω is relatively form-bounded with respet to −∆,with relative bound < 1, i.e. there are nonnegative onstants Θ1 < 1 and Θ2 independentof ω suh that for all ψ ∈ D(∇) we have
|
〈

ψ, V −
ω ψ
〉

| ≤ Θ1‖∇ψ‖2 + Θ2‖ψ‖2 for P-a.e. ω.(IAD) There exists ̺ > 0 suh that for any bounded sets B1, B2 ⊂ R
d with dist(B1, B2)> ̺, theproesses {Vω(x) : x ∈ B1} and {Vω(x) : x ∈ B2} are independent.In the ase H0 = HB, the unperturbed Landau Hamiltonian on L2(R2)

HB = (−i∇− A)2 with A =
B

2
(x2,−x1), (2.1.1)where A is the vetor potential and B is the strength of the magneti �eld, we ask A(x) ∈L2lo(R2; R2) to satisfy the diamagneti inequality so we an obtain trae estimates for the LandauHamiltonian from those of the Laplaian.28



2.1. The model and main resultsIt follows that Hω is a semibounded selfadjoint operator for P-a.e. ω. Moreover, the mapping
ω → Hω is measurable for P-a.e. ω, we denote its spetrum by σω.For the following assumption we need the notion of a �nite volume operator, the restritionof Hω to either an open box ΛL(x) with Dirihlet boundary ondition or to the losed box ΛL(x)with periodi boundary onditions. In this way, we obtain a well de�ned random operator Hω,x,Lating on L2(ΛL(x)) de�ned by

Hω,x,L = H0,x,L + λVω,x,L.We denote its spetrum by σω,x,L and by Rω,x,L(z) = (Hω,x,L − z)−1 its resolvent operator. Wede�ne the spetral projetions Pω(J) = χJ(Hω) and Pω,x,L(J) = χJ(Hω,x,L) for J ⊂ R a Borelset. When stressing the dependene on λ, it will be added to the subsript.De�nition 2.1.1.(UWE) We say that Hω satis�es a uniform Wegner estimate with Hölder exponent s in an openinterval J , i.e., for every E ∈ J there exists a onstant QW , bounded on ompat subin-tervals of J and 0 < s ≤ 1 suh that
sup
x∈Rd

E{trPω,x,L(E − η,E + η)} ≤ QWηsLd, (2.1.2)for all η > 0 and L ∈ 2N. It satis�es a uniform Wegner estimate at an energy E if itsatis�es a uniform Wegner estimate in an open interval J suh that E ∈ J .To desribe the dynamis, we onsider the random moment of order p ≥ 0 at time t for thetime evolution in the Hilbert-Shmidt norm, initially spatially loalized in a square of side onearound u ∈ Z
2 and loalized in energy by the funtion X ∈ C∞

c,+(R), i.e.,
Mu,ω(p,X , t) = ‖〈X − u〉p/2e−itHωX (Hω)χu‖2

2. (2.1.3)We next onsider its time average,
Mu,ω(p,X , T ) =

2

T

∫ ∞

0
e−2t/TMu,ω(p,X , t)dt. (2.1.4)De�nition 2.1.2.1. We say that Hω exhibits strong Hilbert-Shmidt (HS-) dynamial loalization in the openinterval I if for all X ∈ C∞

c,+(I) we have
sup
u∈Z2

E{sup
t∈R

Mu,ω(p,X , t)} <∞ for all p ≥ 0.We say that Hω exhibits strong Hilbert-Shmidt (HS-) dynamial loalization at an energy
E if there exists an open interval I with E ∈ I, suh that there is strong HS-dynamialloalization in the open interval.2. The strong insulator region for Hω is de�ned as

ΣSI = {E ∈ R : Hω exhibits strong HS-dynamial loalization at E}.Note that if there exists a δ > 0 suh that dist(E, σω) > δ for almost every ω, then E ∈ ΣSI .29



Chapter 2. Charaterization of the Anderson transitionGiven θ > 0, E ∈ R, x ∈ Z
d and L ∈ 6N, we say that the box ΛL(x) is

(θ,E)-suitable for Hω if E /∈ σω,x,L and
‖Γx,LRω,x,L(E)χx,L/3‖x,L ≤ 1

Lθ
,where Γx,L = χΛ̄L−1(x)\ΛL−3(x). If we replae the polynomial deay 1/Lθ by e−mL/2 we say thatthe box ΛL(x) is (m,E)-regular for Hω.As a �rst step towards the transport haraterization in non ergodi models, we extend theBootstrap MSA [GK01℄ to the non ergodi setting:Theorem 2.1.3. Let Hω be a random Shrödinger operator satisfying a uniform Wegner estimatein an open interval J with Hölder exponent s and assumptions (R), (IAD). Given θ > d, foreah E ∈ J there exists a �nite sale Lθ(E) = L(θ,E,QW , d, s), bounded in ompat subintervalsof J , suh that if for L > Lθ(E) the following holds

inf
x∈Zd

P{ΛL(x) is (θ,E)-suitable} > 1 − 1

841d
, (2.1.5)then there exists δ0 > 0 and Cζ > 0 suh that

sup
u∈Zd

E

(

sup
‖f‖≤1

‖χx+uf(Hω)Pω(I(δ0))χu‖2
2

)

≤ Cζe
−|x|ζ , (2.1.6)for 0 < ζ < 1, where I(δ0) = [E − δ0, E + δ0]. Moreover, E ∈ ΣSI and we have the followingproperties,(SUDEC) Summable uniform deay of eigenfuntion orrelations: for a.e. ω ∈ Ω, the Hamiltonian

Hω has pure point spetrum in I ⊂ ΣSI with �nite multipliity. Let {ǫn,ω}n∈N be anenumeration of the distint eigenvalues of Hω in I. Then for eah ζ ∈]0, 1[ and ǫ > 0 wehave, for every x, u ∈ Z
d,

‖χx+uφ‖‖χuϕ‖ ≤ CI,ζ,ǫ,ω‖T−1
u φ‖‖T−1

u ϕ‖〈x+ u〉 d+ǫ
2 〈u〉 d+ǫ

2 e−|x|ζ , (2.1.7)for all φ,ϕ ∈ Ran Pω({ǫn,ω}).(SULE) Semi-uniformly loalized eigenfuntions: Let I ⊂ ΣSI and let {ǫn,ω}n∈N be the enumerationof the distint eigenvalues of Hω in I. For every ǫ > 0, there exists a onstant mǫ > 0and, for almost every ω ∈ Ω, there exists a onstant Cǫ,ω < ∞, suh that if (ϕn,ω)n∈Nare the normalized eigenfuntions assoiated to the eigenvalues {ǫn,ω}n∈N in I, there exists
{xn,ω}n∈N, suh that for every n ∈ N and x ∈ Z

d, we have
‖χxϕn,ω‖ ≤ Cǫ,ωe

mǫ(log|xn,ω |)1+ǫ
e−mǫ|x−xn,ω|. (2.1.8)Moreover, the loalization enters xn,ω an be ordered in suh a way that

|xn,ω| ≥ C̃ωn
1/(4ν), (2.1.9)for some �nite onstant C̃ω > 0, and ν > d/4 as in property UGEE, see (2.2.8).30



2.1. The model and main results(DFP) Deay of the Fermi projetions: for E ∈ ΣSI and for any ζ ∈]0, 1[ we have
sup
u∈Zd

E{‖χx+uPω((−∞, E])χu‖2
2} ≤ Cζ,λ,Ee

−|x|ζ , (2.1.10)where the onstant Cζ,E is loally bounded in E.Remark 2.1.4. The ondition (2.1.5) is alled the initial length sale estimate (ILSE) of theBootstrap MSA. In pratie is often useful to prove the equivalent estimate [GK04, Theorem4.2℄: For some θ > d, we have
lim sup
L→∞

inf
x∈Zd

P{ΛL(x) is (θ,E)-suitable} = 1. (2.1.11)De�nition 2.1.5. The multisale analysis region for Hω is de�ned as the set of energies wherewe an perform the bootstrap MSA, i.e.
ΣMSA ={E ∈ R : Hω satis�es a uniform Wegner estimate at E and(ILSE) holds for some L > Lθ(E)}.By Theorem 2.1.3, we have ΣMSA ⊂ ΣSI .We introdue the (lower) transport exponent in the annealed regime:

β(p,X ) = lim inf
T→∞

log+ sup
u

E(Mu,ω(p,X , T ))

p log T
, (2.1.12)for p ≥ 0, X ∈ C∞

c,+(R), where log+ t = max{0, log t}, and de�ne the p-th loal transportexponent at the energy E, by
β(p,E) = inf

I∋E
sup

X∈C∞
c,+(I)

β(p,X ), (2.1.13)where I denotes an open interval. The exponents β(p,E) provide a measure of the rate oftransport in wave pakets with spetral support near E. Sine they are inreasing in p, we de�nethe loal (lower) transport exponent β(E) by
β(E) = lim

p→∞
β(p,E) = sup

p>0
β(p,E). (2.1.14)With the help of this transport rate we an de�ne two omplementary sets in the energy axisfor �xed B > 0, λ > 0, the region of dynamial loalization

ΞDL = {E ∈ R : β(E) = 0}, (2.1.15)also alled the trivial transport region (TT) in [GK04℄ and the region of dynamial deloalization
ΞDD = {E ∈ R : β(E) > 0}, (2.1.16)31



Chapter 2. Charaterization of the Anderson transitionalso alled the weak metalli transport region (WMT), in [GK04℄. Note that ΣSI = ΞDL.Reall that by Theorem 2.1.3, ΣMSA ⊂ ΣSI . Now, to show that these two sets are equivalents,as in the ergodi setting, we aim to use the information on the dynamis of the operator, throughthe transport exponent β, plus the Wegner estimate, to obtain the uniform initial length saleestimate (2.1.5). The following result is an improvement of [GK04, Theorem 2.11℄ for the nonergodi setting,Theorem 2.1.6. Let Hω be a Shrödinger operator satisfying a uniform Wegner estimate withHölder exponent s in an open interval J and assumptions (R), (IAD). Let X ∈ C∞
c,+(R) with

X ≡ 1 on some open interval J ⊂ J , α ≥ 0 and p > p(α, s) := 12d
s + 2αd

s . If
lim inf
T→∞

sup
u∈Zd

1

Tα
E (Mu,ω(p,X , T )) <∞, (2.1.17)then J ⊂ ΣMSA. In partiular, it follows that (2.1.17) holds for any p ≥ 0.Moreover, we an extend this result to a quenhed regime. Under the assumption that theset of realizations for whih the growth rate of the random moment as a funtion of T is fasterthan polynomial has an asymptotially small probability, we an obtain the initial step to startthe Bootstrap MSA:Theorem 2.1.7. Let Hω be a Shrödinger operator satisfying a uniform Wegner estimate withHölder exponent s in an open interval J and assumptions (R), (IAD). Let X ∈ C∞

c,+(R) with
X ≡ 1 on some open interval J ⊂ J , α ≥ 0 and p > p(α, s) := 15d

s + 2αd
s . If

lim inf
T→∞

sup
u∈Zd

T
s
d P(Mu,ω(p,X , T ) > Tα) = 0, (2.1.18)then J ⊂ ΣMSA. In partiular, it follows that (2.1.18) holds for any p ≥ 0.If α > s/d, then ΣDL ⊂ ΣMSA, and we retrieve a transport behavior analogous to that ofthe annealed regime.Next, we onsider the ase where only weak versions of the Wegner estimate hold (see [DS01,vDK89, BoK05℄):De�nition 2.1.8. We say the random operator Hω satis�es a (polynomially) weak Wegnerestimate in an open interval I with parameters η ∈ (0, 1) and q > 0, if for every energy E ∈ Iand there exists a length sale L0 ∈ 6N, suh that for L > L0

P
(

dist(E, σω,x,L) ≤ e−Lη) ≤ L−q, (2.1.19)uniformly with respet to x.In the ase of an Anderson potential, where the single-site probability distribution is µ, wede�ne the the global modulus of ontinuity of as s(µ, ǫ) = supE∈R µ([E − ǫ, E + ǫ]). We say µ islog-Hölder ontinuous of parameter ν > 0 if for some cµ > 0 and ǫ ∈ (0, 1) we have
s(µ, ǫ) ≤ cµ

| log ǫ|ν .The following result links this kind of measures with optimal and weakWegner estimates [GHV08,Lemma 13℄32



2.1. The model and main resultsLemma 2.1.9 ([GHV08℄). Let Hω be a random Shrödinger operator and I0 ⊂ R a boundedinterval. Assume that there exists onstants QW , L0 suh that for every ǫ > 0 and L ≥ L0 anoptimal Wegner estimate holds
E(trPω,L([E − ǫ, E + ǫ])) ≤ QW s(µ, ǫ). (2.1.20)If the measure µ is log-Hölder ontinuous with parameter ν > q+d

η , then Hω satis�es a weakWegner estimate with parameters η, q > 0 in I0 for all L ≥ L1, where L1 = max{L0, (QW cµ)1/δ}and δ := νη − q − d > 0.To desribe the dynamis of the system, for σ > 0, ζ ∈ (0, 1) we de�ne the (σ, ζ)-subexponentialrandom moment at time t for the time evolution in the Hilbert-Shmidt norm, initially spatiallyloalized in a ube of side one around u ∈ Z
d and loalized in energy by a funtion X ∈ C∞

c,+(R)

Mu,ω(σ, ζ,X , t) = ‖eσ
2
|X−u|ζe−itHωX (Hω)χu‖2

2. (2.1.21)De�ne its time average as
Mu,ω(σ, ζ,X , T ) =

2

T

∫ ∞

0
e−2t/TMu,ω(σ, ζ,X , t)dt. (2.1.22)De�nition 2.1.10. Analogously to the de�nition of the strong insulator region, de�ne the regionof sub-exponential dynamial loalization as

ΣSEDL =

{

E ∈ I : sup
u∈Z2

E

(

sup
t∈R

Mu,ω(σ, ζ,X , t)
)

<∞ for some σ > 0, ζ ∈ (0, 1)

}

. (2.1.23)We adapt Theorem 2.1.6 (see also [GK04, Theorem 2.11℄) to the weak Wegner estimate asfollows:Theorem 2.1.11. Let Hω be a Shrödinger operator as de�ned above, satisfying a weak Wegnerestimate in an open interval J with parameters η ∈ (0, 1), and q > 0. Let X ∈ C∞
c,+(R) with

X ≡ 1 on some open interval J ⊂ J , α ≥ 0, and take ζ > η and σ > 0. If
lim inf
T→∞

sup
u∈Zd

1

Tα
E (Mu,ω(σ, ζ,X , T )) <∞, (2.1.24)then J ⊂ ΣMSA. In partiular, ΣSEDL ⊂ ΣMSA.However, the transport haraterization does not hold under these assumptions, sine theMSA with a polynomially weak Wegner estimate yields polynomial, yet not sub-exponential,dynamial loalization.In dimension d = 1, for singular measures whose support is not onentrated in a single point,for example Bernoulli measures, one an prove the following (exponentially) weak form of theWegner estimate [CKM87, KLS90, DSS02℄ : for every η ∈ (0, 1), σ > 0, there exists L0 ∈ N and

α > 0 suh that
P
(

dist(E, σω,x,L) ≤ e−σLη) ≤ e−αLη (2.1.25)for every E ∈ I and L ≥ L0.The Bootstrap MSA an still be performed with this Wegner estimate, yielding sub-exponentialdeay of the operator kernel and in the same lines of proof of the previous theorem one an provethe equivalene ΣMSA = ΣSEDL. 33



Chapter 2. Charaterization of the Anderson transition2.2 The Multisale Analysis for the non-ergodi setting: Proof ofTheorem 2.1.3We reall some properties the operator Hω,x,L must satisfy, among others, to perform the Boot-strap MSA [GK01, GK04℄:(SLI) The Simon�Lieb inequality : For any ompat interval I ⊂ CI, there exists a �nite onstant
γI suh that, given lengthsales L, l, l′ ∈ 2N, and points x, y, z ∈ Z

d with
Λl′(y) ⊂ Λl−3(z) ⊂ ΛL−3(x), (2.2.1)then, for a.e. ω ∈ Ω, of E ∈ I and E /∈ σ(Hω,x,L) ∪ σ(Hω,z,l), we have

‖Γx,LRω,x,L(E)χy,l′‖ ≤ γI‖Γz,lRω,z,l(E)χy,l′‖ ‖Γx,LRω,x,L(E) Γz,l‖. (2.2.2)(EDI) The eigenfuntion deay inequality : for any ompat interval I ⊂ CI, there exists a �niteonstant γ̃I suh that for a.e. ω ∈ Ω, given a generalized eigenfuntion ϕ of Hω withgeneralized eigenvalue E ∈ J , for any x ∈ Z
d and L ∈ 2N with E /∈ σ(Hω,x,L), we have

‖χx ϕ‖ ≤ γ̃I‖Γx,LRω,x,L(E)χx‖ ‖Γx,Lϕ‖. (2.2.3)A onsequene that will be of use is that for y ∈ suppΓx,L,
‖χxϕ‖ ≤ dγ̃IL

d−1‖Γx,LRω,x,L(E)χx‖‖χyϕ‖. (2.2.4)(NE) For any ompat interval I ⊂ CI there exists a �nite onstant CI suh that, for all x ∈ Z
dand L ∈ 2N,

E {trPω,x,L(I)} ≤ CIL
d. (2.2.5)2.2.1 Generalized eigenfuntion expansionIn order to proof Theorem 2.1.3 we have to onstrut a generalized eigenfuntion expansionadapted to the non ergodi ase. Compared to [GK01, Setion 2.3℄ we shall use a family ofweighted spaes rather than just one in partiular, using translations in u ∈ Z

2 of the operator
T de�ned there and thus without using translation invariane in the proofs.Let Tu be the operator in H given by multipliation by the funtion (1 + |x − u|2)ν , where
ν > d/4, u ∈ Z

2. We de�ne the weighted spaes Hu
± as

Hu
± = L2(Rd, (1 + |x− u|2)±2νdx; C). (2.2.6)The sesquilinear form

〈φ1, φ2〉Hu
+,Hu

−
=

∫

φ1φ2(x)dx for φ1 ∈ Hu
+ , φ2 ∈ Hu

−makes Hu
+ andHu

− onjugates dual to eah other and we denote by † the onjugation with respetto this duality. The natural injetions ιu+ : Hu
+ → H and ιu− : H → Hu

− are ontinuous with34



2.2. The Multisale Analysis for the non-ergodi setting: Proof of Theorem 2.1.3dense range, with (ιu+)† = ιu−. The operators Tu,+ : Hu
+ → H and Tu,− : H → Hu

− de�ned by
Tu,+ = Tuι

u
+, Tu,− = ιu−Tu on D(Tu) are unitary with Tu,− = T †

u,+. Note that
‖χx,L‖H,Hu

+
= ‖χx,L‖Hu

−,H ≤ CL,d,ν(1 + |x− u|2)ν , (2.2.7)for all x ∈ R
d and L > 0.With this rede�nition we an follow [GK01℄, restating assumption GEE for non ergodioperators. We onsider a �xed open interval I and we reall that Pω(J) = χJ(Hω) is thespetral projetion of the operator Hω on a Borel set J ⊂ R.(UGEE) For some ν > d/4, the set Du,ω

+ = {φ ∈ D(Hω) ∩ Hu
+ : Hωφ ∈ Hu

+} is dense in H+ andan operator ore for Hω for P−a.e. ω and all u. There exists a bounded funtion f , stritlypositive on the spetrum of Hω suh that, }
sup

u
trH

(

T−1
u f(Hω)Pω(I)T−1

u

)

<∞, (2.2.8)for P−a.e. ω.If UGEE holds, for almost every ω and all u we have
trH

(

T−1
u Pω(J ∩ I)T−1

u

)

<∞, (2.2.9)for all bounded sets J . Thus with probability one, for all u
µu,ω(J) = trH (T−1

u Pω(J ∩ I)T−1
u

) (2.2.10)is a spetral measure for the restrition ofHω to the Hilbert spae Pω(I)H, and for every boundedset J ,
µu,ω(J) <∞. (2.2.11)Then, we have a generalized eigenfuntion expansion as in [GK01, Setion 2℄: for every u,there exists a µu,ω-loally integrable funtion Pu,ω(λ̃) from R into T1(Hu

+,Hu
−), the spae of traelass operators from Hu

+ to Hu
−, with

Pu,ω(λ̃) = Pu,ω(λ̃)† (2.2.12)and
trH

(

T−1
u,−Pu,ω(λ̃)T−1

u,+

)

= 1 for µu,ω-a.e. λ̃, (2.2.13)suh that
ιu−Pω(J ∩ I)ιu+ =

∫

J
Pu,ω(λ̃)dµu,ω(λ̃) for bounded Borel sets J, (2.2.14)where the integral is the Bohner integral of T1(Hu

+,Hu
−)-valued funtions.The following (a restatement of assumption SGEE), is a stronger version of UGEE: 35



Chapter 2. Charaterization of the Anderson transition(USGEE) We have that UGEE holds with
sup

u
E
(

[tr H
(

T−1
u f(Hω)Pω(I)T−1

u

)

]2
)

<∞. (2.2.15)So for every bounded set J ,
sup

u
E(µu,ω(J)2) <∞. (2.2.16)2.2.2 Kernel Deay and Dynamial LoalizationFollowing the arguments in [GK01℄ for ergodi operators, we an show that HS-strong dynamialloalization is a onsequene of the appliability of the Bootstrap MSA for the non ergodi setting([GK01, Theorem 3.4℄ with the stronger initial ILSE (2.1.5) instead of the original one).We an restate Lemma 2.5 and Lemma 4.1 [GK01℄ as follows, extending the proofs to ournew de�nitions,Lemma 2.2.1. Let Hω be a random operator satisfying assumption GEE. We have with proba-bility one, for all u, that for µu,ω-almost every λ̃,

‖χxPu,ω(λ̃)χy‖1 ≤ C(1 + |x− u|2)ν(1 + |y − u|2)ν , (2.2.17)for all x, y ∈ R
d, with C a �nite onstant independent of λ̃, ω and u.Suppose, moreover, that assumption EDI in [GK01℄ is satis�ed in some ompat interval

I0 ⊂ I. Given I ⊂ I0, m > 0, L ∈ 6N and x, y ∈ Z
d, if ω ∈ R(m,L, I, x, y), with R(m,L, I, x, y)de�ned as in (2.2.23), then

‖χxPu,ω(λ̃)χy‖2 ≤ Ce−mL/4(1 + |x− u|2)ν(1 + |y − u|2)ν , (2.2.18)for µu,ω-almost all λ̃ ∈ I, with C = C(m,d, ν, γ̃I0), where γ̃I0 is the onstant on assumption EDI.Proof of Theorem 2.1.3. To apply the MSA in the non ergodi ase we �rst need to verify foran operator satisfying only properties R, IAD and UWE, the standard assumptions SLI, EDI[GK01℄, plus NE and USGEE, whih are stronger assumptions than those stated in the mentionedartile.As for SLI and EDI, these are deterministi assumptions that hold for eah ω ∈ Ω and theirproof, done in [GK04, Appendix A℄, relies on property R, with no use of ergodiity. In thesame appendix we see that assumption NE is uniform on ubes entered in x ∈ R
d and relies onproperty R so it holds in our more general setting. The same is true for [GK04, Lemma A.3℄,and an be extended in an analog way to the ase H0 = HB [BGKS05, Setion 2.1℄, proving the�rst part of USGEE (and UGEE).As for the trae estimate (2.2.15) , for the ase H0 = −∆ it follows from [GK04, Lemma A.4℄and [KKS02, Theorem 1.1℄, taking V = 〈X − u〉−2ν there, the result being uniform in u. It anbe extended to the ase H0 = HB as in [BGKS05, Proposition 2.1℄.36



2.2. The Multisale Analysis for the non-ergodi setting: Proof of Theorem 2.1.3To obtain the basi result of MSA [GK01, Theorem 3.4℄ we need onditions IAD, SLI, NEand UWE to follow an analog iteration proedure. Reall that in their artile, Germinet andKlein take two versions of MSA by Figotin and Klein, improve their estimates yielding other twoMSA and then bootstrapping them to obtain the strongest result out of the weakest hypothesis,so in order to extend this results to the non ergodi setting we reformulate this methods. Eahstep onsists of a purely geometri deterministi part where we use SLI, and therefore it doesnot depend on the plaement of the boxes were we perform the proedure, and a probabilistipart, where we use UWE instead of WE to obtain an estimate on the probability of having badevents, in a stronger sense than the usual, that is, uniform with respet to the plaement of thebox in spae.We begin with the single energy multisale analyses, Theorems 5.1 and 5.6 [GK01℄, whih inour non-ergodi setting onsists in estimating the deay of
pL = sup

x∈Zd

px,L, (2.2.19)where
px,L = P{ΛL(x) is bad} (2.2.20)(here a box is bad if it is not (θ,E)-suitable for Hω). In the ergodi ase we need only to onsider

p0,L. Hypothesis (2.1.5) ensures we an follow the same iteration proedure in all boxes enteredin x ∈ Z
d, where p0,L is thus replaed by pL. We use properties SLI and UWE instead of WE,and the deterministi arguments remain the same, sine they do not depend on the loation ofthe box. Considering a Hölder exponent s in WE implies that the hoie of the initial lengthsale will also depend on s.Next we onsider the energy interval multisale analyses, Theorems 5.2 and 5.7 [GK01℄, whihin our general setting onsists in estimating

p̃L = sup
x,y∈Zd

|x−y|>L+̺

p̃x,y,L, (2.2.21)with
p̃x,y,L = P{R(m,L, I(δ0), x, y)

c}, (2.2.22)where I(δ0) = [E − δ0, E + δ0], for some δ0 > 0 and
R(m,L, I(δ0), x, y) = {ω : for every E ∈ I(δ0), ΛL(x) or ΛL(y) is good} (2.2.23)(here a box is good if it is (m,E)-regular for Hω, with m to be spei�ed later). In the ergodiase it su�es to onsider p̃x,y,L. We an thus follow the original iteration proedure on thisestimate, replaing p̃x,y,L by p̃L, obtaining an analog of [GK01, Eq. 3.4℄, i.e., there exists δ0 > 0suh that given any ζ, 0 < ζ < 1 there is a length sale L0 <∞ and a mass mζ = m(ζ, L0) > 0suh that if we set Lk+1 = [Lα

k ]6N, 0 < α < ζ−1 ,k = 0, 1, 2, ... we have 37



Chapter 2. Charaterization of the Anderson transition
inf

x,y∈Zd

|x−y|>L+̺

P{R(mζ , Lk, I(δ0), x, y)} ≥ 1 − e−Lζ
k . (2.2.24)To derive results on the spetrum and the dynamis of the operator from this estimate weneed to onsider also onditions EDI and USGEE. Thus, with Lemma 2.2.1 in hand, (2.2.24)and USGEE we an follow the proof of [GK01, Theorem 3.8℄ with minor modi�ations. We wantto show that if (2.2.24) holds we have that for any 0 < ζ < 1, there is a �nite onstant Cζ suhthat

sup
u

E

(

sup
‖f‖≤1

‖χx+uf(Hω)Pω(I(δ0))χu‖2
2

)

≤ Cζe
−|x|ζ , (2.2.25)For this, we onsider the pair of points x, y as the pair x+ u, u, and �x x ∈ Z

d and k suh that
Lk+1 + ̺ > |x| > Lk + ̺. We split the expetation in (2.2.25) in two parts: the �rst one over theset R(mζ , Lk, I(δ0), x+u, u) and the seond one over its omplement, whih has probability lessthan e−Lζ

k , uniformly in u, by (2.2.24). We follow the arguments in [GK01, Eq. 4.8-4.13℄. By(2.2.14) and Lemma 2.2.1 we an write, for a positive onstant C1,
sup
‖f‖≤1

‖χx+uf(Hω)Pω(I(δ0))χu‖2 ≤ C1e
−Lζ

kµu,ω(I). (2.2.26)This implies,
sup

u
E

(

sup
‖f‖≤1

‖χx+uf(Hω)Pω(I(δ0))χu‖2
2;R(mζ , Lk, I(δ0), x+ u, u)

)

≤ C2
1 sup

u
E{(µu,ω(I(δ0)))

2}e−2Lζ
k . (2.2.27)As for the expetation over R(mζ , Lk, I(δ0), x+ u, u)c, (2.2.24) implies that

sup
u

P(R(mζ , Lk, I(δ0), x+ u, u)c) < e−Lζ
k ,this yields,

sup
u

E

(

sup
‖f‖≤1

‖χx+uf(Hω)Pω(I(δ0))χu‖2
2;R(mζ , Lk, I(δ0), x+ u, u)c

)

≤ 4ν sup
u

E{(µu,ω(I(δ0)))
2} 1

2 e−
1
2
Lζ

k , (2.2.28)where we use the fat that by (2.2.10) we an write
‖χx+uf(Hω)Pω(I(δ0))χu‖2

2 ≤ ‖f‖2‖Pω(I(δ0))χu‖2
2 ≤ C‖f‖µu,ω(I(δ0)). (2.2.29)Combining (2.2.27) and (2.2.28), using USGEE we obtain the desired deay, namely (2.2.25).Now we an prove a strong version of dynamial loalization as in [GK01, Corollary 3.10℄.Notie that, if p > 238



2.3. The weak metalli transport region: Proofs of Theorems 2.1.6 and 2.1.7
〈X − u〉p =

∑

x∈Zd

(1 + ‖y − u‖2)p/2χx(y) ≤ Cd

∑

x∈Zd

(1 + ‖x− u‖2)p/2χx(y)

= Cd

∑

x∈Zd

(1 + ‖x‖2)p/2χx+u(y), (2.2.30)so we have,
‖〈X − u〉p/2f(Hω)Pω(I(δ0))χu‖2

2

= tr [χuf(Hω)Pω(I(δ0))〈X − u〉pPω(I(δ0))f(Hω)χu]

≤ Cd

∑

x∈Zd

(1 + ‖x‖2)p/2tr [χuf(Hω)Pω(I(δ0))χx+uPω(I(δ0))f(Hω)χu]

= Cd

∑

x∈Zd

(1 + ‖x‖2)p/2‖χx+uf(Hω)Pω(I(δ0))χu‖2
2. (2.2.31)Taking the expetation and then the supremum over u ∈ Z

2, by (2.2.25) we obtain strongHS-dynamial loalization in the energy interval I(δ0).Following the proof of [GK06, Corollary 3℄, after adapting [GK06, Theorem 1℄ to our settingwe obtain the summable uniform deay of eigenfuntion orrelations SUDEC. As for propertyDFP, it is a onsequene of (2.2.25) ombined with [BGK04, Theorem 1.4℄, whih is a deter-ministi result also valid in our setting, in the lines of [GK06, Theorem 3℄. The proof of SULEfollows in the same lines as [GK01, Theorem 3.11℄, as a onsequene of (2.2.24) and UGEE.
2.3 The weak metalli transport region: Proofs of Theorems 2.1.6and 2.1.7Here we an proeed as in [GK04℄. First we state the following Lemma, whih is an intermediateresult in the proof of [GK04, Lemma 6.4℄, adapted to the UWE with Hölder exponent s. Weonsider a ube ΛL(x) with arbitrary x so we omit it from the notation.Lemma 2.3.1. Let Hω be a random Shrödinger operator satisfying a uniform Wegner estimatein an open interval I, with Wegner onstant QW and Hölder exponent s. Let p0 > 0 and γ > d.For eah E ∈ I, there exists L = L(d,E,QW , γ, p0, s) bounded on ompat subsets of I, suhthat, given L ∈ 2N with L ≥ L, and subsets B1 and B2 of ΛL(not neessarily disjoint) with
B1 ⊂ ΛL−5/2 and Λ̄L−1 \ ΛL−3 ⊂ B2, then for eah a > 0 and 0 < ǫ ≤ 1 we have

P

(

‖χ2Rω,L(E + iǫ)χ1‖L >
a

4

)

≤ P

(

‖χ2Rω(E + iǫ)χ1‖ >
a

Lγ

)

+
p0

10
, (2.3.1)and 39



Chapter 2. Charaterization of the Anderson transition
P

(

‖χ2Rω,L(E)χ1‖L >
a

2

)

≤ P

(

‖χ2Rω(E + iǫ)χ1‖ >
a

Lγ

)

+QW

(

4ǫ

a

)s/2

Ld +
p0

10
, (2.3.2)where χi stands for χBi , i = 1, 2.Proof of Theorem 2.1.6. By the same arguments used in [GK04, Theorem 4.2℄, it su�es to showthat, under ondition (2.1.18), for eah E ∈ J there is some θ > d/s suh that

lim sup
L→∞

inf
y∈Zd

P

(

‖Γy,LRω,y,L(E)χy,L/3‖y,L ≤ 1

Lθ

)

= 1, (2.3.3)i.e. the starting ondition for the bootstrap MSA, (2.1.5), in its strong version, holds at some�nite sale L > Lθ(E).Let E ∈ J , θ > d/s and L ∈ 6N. We start by estimating
PE,L := sup

y
P

(

‖Γy,LRω,y,L(E)χy,L/3‖y,L >
1

Lθ

)

. (2.3.4)We deompose as in [GK04, Eq. 6.26-6.28℄, using
χy,L = χy,2L/3 + χy,L\2L/3, where χy,L\2L/3 = χy,ΛL\Λ2L/3

,so (for simpliity we omit the subsript y from the norm)
PE,L ≤ sup

y
P

(

1

4Lθ
< ‖Γy,LRω,L(E + iǫ)χy,L/3‖L

) (2.3.5)
+ sup

y
P

(

1

2Lθ
< ǫ‖Rω,L(E + iǫ)‖L‖Γy,LRω,L(E)χy,2L/3‖L

) (2.3.6)
+ sup

y
P

(

1

4Lθ
< ǫ‖Rω,L(E)‖L‖χy,L\2L/3Rω,L(E + iǫ)χy,L/3‖L

)

. (2.3.7)To estimate the �rst term we use (2.3.1) with a = L−θ. As for the rest, we use (2.3.2) and(2.3.1), respetively, with a = 1, plus the uniform Wegner estimate. We obtain
PE,L ≤ sup

y
P

(

1

Lθ+γ
< ‖Γy,LRω(E + iǫ)χy,L/3‖

) (2.3.8)
+ sup

y
P

(

1

Lγ
< ‖Γy,LRω(E + iǫ)χy,2L/3‖

) (2.3.9)
+ sup

y
P

(

1

Lγ
< ‖χy,L\2L/3Rω(E + iǫ)χy,L/3‖

) (2.3.10)
+ QI(4ǫ)

s/2Ld + 2QIǫ
sLθs+d +

3p0

10
, (2.3.11)40



2.3. The weak metalli transport region: Proofs of Theorems 2.1.6 and 2.1.7for L > L, with L as in Lemma 2.3.1, where γ > d/s, 0 < ǫ ≤ 1, 0 < p0 < 1 and QI = sup
E∈I

QW <

∞ (reall the Wegner onstant QW in (2.1.2) depends on E). Set
L = L(I, ǫ) :=

[

(

p0

20QIǫs

)1/(θs+d)
]

6N

, (2.3.12)so that
QI(4ǫ)

s/2Ld ≤ p0

10
and 2QIǫ

sLθs+d ≤ p0

10
.We �rst estimate,

sup
y

P

(

1

Lθ+γ
< ‖Γy,LRω(E + iǫ)χy,L/3‖

)

. (2.3.13)To do this, we deompose the norm using the funtion X (Hω) that loalizes in energy , yielding
sup

y
P

(

1

2Lθ+γ
< ‖Γy,LRω(E + iǫ)X (Hω)χy,L/3‖

) (2.3.14)
+ sup

y
P

(

1

2Lθ+γ
< ‖Γy,LRω(E + iǫ)(1 −X (Hω))χy,L/3‖

)

. (2.3.15)For the seond term we use Chebyshev's inequality and follow [GK04, Eq. 6.32 - 6.34℄, so wean bound it by p0/12.Estimating in the same way the terms (2.3.9) and (2.3.10) we obtain that for L big enough,
PE,L ≤ sup

y
P

(

1

2Lθ+γ
< ‖Γy,LRω(E + iǫ)X (Hω)χy,L/3‖

) (2.3.16)
+ sup

y
P

(

1

2Lγ
< ‖Γy,LRω(E + iǫ)X (Hω)χy,2L/3‖

) (2.3.17)
+ sup

y
P

(

1

2Lγ
< ‖χy,L\2L/3Rω(E + iǫ)X (Hω)χy,L/3‖

)

+
3p0

4
. (2.3.18)As for the �rst term,

P

(

1

2Lθ+γ
< ‖Γy,LRω(E + iǫ)X (Hω)χy,L/3‖

)

≤ 2Lθ+γ
E
(

‖Γy,LRω(E + iǫ)X (Hω)χy,L/3‖
) (2.3.19)

≤ 2Lθ+γ
∑

u∈Λ̃L/3(y)

E (‖Γy,LRω(E + iǫ)X (Hω)χu‖) . (2.3.20)For any u �xed, given a ompat subinterval I ⊂ J and M > 0 we set :
Au,M,I,ǫ =

{

E ∈ I : E

(

‖〈X − u〉p/2Rω(E + iǫ)X (Hω)χu‖2
2

)

≤Mǫ−(α+1)
}

. 41



Chapter 2. Charaterization of the Anderson transitionWe have, taking T = ǫ−1 and using [GK04, Lemma 6.3℄
|I \Au,M,I,ǫ| ≤

1

Mǫ−(α+1)

∫

R

E

(

‖〈X − u〉p/2Rω(E + iǫ)X (Hω)χu‖2
2

)

dE

=
2π

MTα+1

∫ ∞

0
e−2t/T

E

(

‖〈X − u〉p/2e−itHωX (Hω)χu‖2
2

)

dt

≤ π

MTα
sup

u
E (Mu,ω(p,X , T )) . (2.3.21)Remark 2.3.2. Notie that the analogous sets Ak,I,M in the proof [GK04, Theorem 2.11℄ do notwork in the non ergodi setting, so we need to onsider a family of sets Au,M,I,ǫ, indexed by u.By hypothesis (2.1.17) we an pik a sequene Tk → ∞ suh that for k big enough, we have

sup
u

E (Mu,ω(p,X , Tk)) < CTα
k , then for the orresponding sequene ǫk → 0+ we have

|I \ Au,M,I,ǫk
| ≤ C

M
. (2.3.22)Notie that this bound is uniform in u.Thus, for an E ∈ I �xed and ǫk = T−1

k , either E ∈ Au,I,M,ǫk
in whih ase we have,

E (‖Γy,Lk
Rω(E + iǫk)X (Hω)χu‖)

≤ Cp,dL
−p/2
k E

(

‖〈X − u〉p/2Rω(E + iǫk)X (Hω)χu‖2

)

≤ Cp,dL
−p/2
k E

(

‖〈X − u〉p/2Rω(E + iǫk)X (Hω)χu‖2
2

)1/2

≤ Cp,dL
−p/2
k M1/2ǫ

−(α+1)/2
k , (2.3.23)where we write Lk = L(I, ǫk), or else, E ∈ I \Au,M,I,ǫk

, so by (2.3.22) there exists Eu ∈ Au,I,M,ǫksuh that
|E − Eu| ≤

C

Mand so, by the resolvent identity and the de�nition of Au,M,I,ǫ,
E (‖Γy,Lk

Rω(E + iǫk)X (Hω)χu‖) ≤ E (‖Γy,Lk
Rω(Eu + iǫk)X (Hω)χu‖)

+ |E − Eu|E (‖Rω(E + iǫk)‖‖Rω(Eu + iǫk)‖)

≤ Cp,dL
−p/2
k M1/2ǫ

−(α+1)/2
k +

C

Mǫ2k
. (2.3.24)Therefore,42



2.3. The weak metalli transport region: Proofs of Theorems 2.1.6 and 2.1.7
P

(

1

2Lθ+γ
k

< ‖Γy,Lk
Rω(E + iǫk)X (Hω)χy,Lk/3‖

) (2.3.25)
≤ C ′

p,dL
θ+γ−p/2+d
k M1/2ǫ

−(α+1)
k

+ C ′′
p,d

Lθ+γ+d
k

Mǫ2k
. (2.3.26)The remaining terms (2.3.17) and (2.3.18) are estimated in the same way, using the fatthat dist(Λ̄L−1 \ ΛL−3,Λ 2L

3
) ≥ L

3 − 3
2 and dist(ΛL\ 2L

3
,Λ 2L

3
) ≥ L

6 . For these terms we obtain anestimate as (2.3.25) with onstants C ′(2)
p,d ,C ′′(2)

p,d and C
′(3)
p,d , C ′′(3)

p,d , respetively, and with no θ inthe exponent of L. Denote by Cp,d the maximal onstant, and sine Lθ < Lθ+γ , the estimate on(2.3.25) using Cp,d will imply the same estimate on (2.3.17) and on (2.3.18).Now, for p suh that p > p′(α, s) = α2d
s + 12d

s , we an �nd θ, γ > d/s for whih
p > 5θ + 3γ + 2d+ (α+ 1)(θs+ d)/s, (2.3.27)so if we set

M = L3θ+γ
k , (2.3.28)and reall

ǫ
−(α+1)/2
k = Cp0,QI

L
(α+1)(θs+d)/2s
k , ǫ−2

k = C ′
p0,QI

L
−2(θs+d)/s
k . (2.3.29)we obtain, for k big enough depending on d, I, p, α, θ, γ, s, p0, QI ,

C ′
p,dL

θ+γ−p/2+d
k M1/2ǫ

−(α+1)
k < p0/24 (2.3.30)and

C ′′
p,d

Lθ+γ+d
k

Mǫ2k
< p0/24, (2.3.31)so there exists a sequene Lk → ∞ suh that for k big enough,

P

(

1

2Lθ+γ
k

< ‖Γy,Lk
Rω(E + iǫk)X (Hω)χy,Lk/3‖

)

<
p0

12
. (2.3.32)The same argument shows that the terms (2.3.17) and (2.3.18) are smaller than p0/12, for k bigenough.Inserting this in (2.3.16)-(2.3.18) we see that

lim sup
k→∞

sup
y

P

(

1

Lθ
k

< ‖Γy,Lk
Rω,y,Lk

(E)χy,Lk/3‖Lk

)

≤ p0, (2.3.33)43



Chapter 2. Charaterization of the Anderson transitionSine 0 < p0 < 1 is arbitrary, we onlude that (2.3.3) holds for eah E ∈ I.Proof of Theorem 2.1.7. From equation (2.3.3) to equation (2.3.18) the previous proof remainsvalid in the urrent setting. We will only estimate (2.3.16), sine the remaining terms (2.3.17)and (2.3.18) an be estimated in the same way. Notie that
P

(

1

2Lθ+γ
< ‖Γy,LRω(E + iǫ)X (Hω)χy,L/3‖

)

≤P







1

2Lθ+γ
<

∑

u∈Λ̃L/3(y)

‖Γy,LRω(E + iǫ)X (Hω)χu‖







≤
∑

u∈Λ̃L/3(y)

P

(

1

2Lθ+γ+d
< ‖Γy,LRω(E + iǫ)X (Hω)χu‖

)

. (2.3.34)To estimate the r.h.s of the last inequality, the following following lemma is ruial,Lemma 2.3.3. There exists L = L(I, p, θ, γ, d, α, s, p0, QI) suh that for any u ∈ Λ̃L/3(y) with
L = L(I, ǫ) as in (2.3.12), L ≥ L and E ∈ I �xed, if

p > p(θ, γ, d, α, s) := α
(θs+ d)

s
+ 9θ + 3γ + 2d+

d

s
, (2.3.35)then, for T = ǫ−1,

{

ω : ‖Γy,LRω(E + iǫ)X (Hω)χu‖ >
1

2Lθ+γ+d

}

⊂ {ω : Mu,ω(p,X , T ) > Tα} . (2.3.36)Now, if p > p(α, s) := 15d
s + 2αd

s , then there exist θ, γ > d/s suh that p > p(θ, γ, d, α, s) >
p(α, s) so Lemma 2.3.3 holds yielding, for L = L(I, ǫ) as in (2.3.12) big enough,

P

(

1

2Lθ+γ
< ‖Γy,LRω(E + iǫ)X (Hω)χy,L/3‖

)

≤ Cp0,QI
T

s
2 sup

u
P(Mu,ω(p,X , T ) > Tα), (2.3.37)where Cp0,QI

omes from Ld = Cp0,QI
T

s
2 , by (2.3.12).By hypothesis (2.1.18), we an pik a sequene Tk → ∞ suh that for k big enough

T
s
2
k sup

u
P(Mu,ω(p,X , Tk) > Tα

k ) < p0/12. (2.3.38)In an analogous way we an estimate (2.3.17) and (2.3.18). It follows that for all E ∈ I we have44



2.3. The weak metalli transport region: Proofs of Theorems 2.1.6 and 2.1.7
lim sup

k→∞
sup

y
P

(

1

Lθ
k

< ‖Γy,Lk
Rω,y,Lk

(E)χy,Lk/3‖Lk

)

< p0. (2.3.39)Sine 0 < p0 < 1 is arbitrary, we onlude that (2.3.3) holds for eah E ∈ I.Proof of Lemma 2.3.3 . Let ω ∈ {ω : Mu,ω(p,X , T ) ≤ Tα}. For a given ompat subinterval
I ⊂ J , M > 0 and L = L(ǫ, I) as in (2.3.12), we set

Au,ω,M,I = {E ∈ I : ‖〈X − u〉p/2Rω(E + iǫ)X (Hω)χu‖2
2 ≤Mǫ−(α+1)}.We have, using [GK04, Lemma 6.3℄

|I \Au,ω,M,I | ≤
1

Mǫ−(α+1)

∫

R

‖〈X − u〉p/2Rω(E + iǫ)X (Hω)χu‖2
2dE

=
2π

MTα+1

∫ ∞

0
e−2t/T ‖〈X − u〉p/2e−itHωX (Hω)χu‖2

2dt

=
π

MTα
Mu,ω(p,X , T )

≤ π

M
, (2.3.40)where the last bound is uniform on u and ω.Thus, for an E ∈ I �xed either E ∈ Au,ω,M,I in whih ase we have

‖Γy,LRω(E + iǫ)X (Hω)χu‖ ≤ Cp,dL
−p/2‖〈X − u〉p/2Rω(E + iǫ)X (Hω)χu‖2

≤ Cp,dL
−p/2M1/2ǫ−(α+1)/2 (2.3.41)or else, E ∈ I \ Au,ω,M,I , so by (2.3.40) there exists Eu,ω ∈ Au,ω,M,I suh that

|E − Eu,ω| ≤
π

Mand therefore, by the resolvent identity and the de�nition of Au,ω,M,I ,
‖Γy,LRω(E + iǫ)X (Hω)χu‖ ≤ ‖Γy,LRω(Eu,ω + iǫ)X (Hω)χu‖

+ |E − Eu,ω|‖Rω(E + iǫ)‖‖Rω(Eu,ω + iǫ)‖
≤ Cp,dL

−p/2M1/2ǫ−(α+1)/2 +
π

Mǫ2
. (2.3.42)Now, for p suh that p > p(θ, γ, d, α, s) we have

2(θ + γ + d) < p− 6θ − γ − (1 + α)(θs + d)/s, (2.3.43)45



Chapter 2. Charaterization of the Anderson transitionso if we set
M = L6θ+γ , (2.3.44)and reall

ǫ−(1+α)/2 = Cp0,QI
L(1+α)(θs+d)/2s, (2.3.45)we obtain, for L big enough depending on d, I, p, α, θ, γ, s, p0, QI ,

Cp,dL
−p/2M1/2ǫ−(α+1)/2 = Cp,d,QI ,p0L

−(p/2−(6θ+γ)/2−(1+α)(θs+d)/2s)

<
1

4L(θ+γ+d)
(2.3.46)and

π

Mǫ2
= C ′

p0,QI
L6θ+2γ−2(θs+d)/s <

1

4L(θ+γ+d)
. (2.3.47)Inserting this in (2.3.42) proves the lemma.

2.4 The ase of a weak Wegner estimate: Proof of Theorem 2.1.11Proof of Theorem 2.1.11. For the polynomial weak Wegner estimate (2.1.19), in order to startthe MSA we need a di�erent ILSE than (2.1.5) (see eq. 5.7, Theorem 5.6 in [GK01℄). It is enoughto show that, for eah E ∈ J there is some θ > η suh that for L0 big enough
lim sup

L→∞
inf

y∈Zd
P

(

‖Γy,LRω,y,L(E)χy,L/3‖y,L ≤ e−Lθ
)

≥ 1 − 1

Lξ
, (2.4.1)Let E ∈ J , θ > d and L ∈ 6N. We proeed as in [GK04℄ and we start by estimating

sup
y∈Zd

PE,y,L := sup
y∈Zd

P

(

‖Γy,LRω,y,L(E)χy,L/3‖y,L > e−Lθ
)

, (2.4.2)By adapting the proof of [GK04, Lemma 6.3℄ (see Lemma 2.3.1) to the weak Wegner estimatewe obtain the following lemmaLemma 2.4.1. Let Hω be a Shrödinger operator as stated above, satisfying a weak Wegnerestimate on an open interval J . For E ∈ J and p0 > 0. there exists L = L(p0, d, E, q, θ, η), suhthat for L > L, and taking
ǫ = e−3Lθ

, (2.4.3)we have
P

(

‖Γy,LRω,L(E)χy,L/3‖L > e−Lθ
)

≤ P

(

‖Γy,LRω(E + iǫ)χy,L/3‖ >
e−3Lβ

2

)

+ 2p0. (2.4.4)46



2.4. The ase of a weak Wegner estimate: Proof of Theorem 2.1.11To estimate the supy of the r.h.s. of (2.4.4) we deompose in energy using a uto� funtion
X ∈ C∞

c,+(R) suh that X ≡ 1 on J , we are left with the sum
sup

y
P

(

e−3Lβ

4
< ‖Γy,LRω(E + iǫ)X (Hω)χy,L/3‖

) (2.4.5)
+ sup

y
P

(

e−3Lβ

4
< ‖Γy,LRω(E + iǫ)(1 −X (Hω))χy,L/3‖

)

. (2.4.6)Using Chebyshev's inequality we an estimate (2.4.6) by
4e3Lβ

E
(

‖Γy,LRω(E + iǫ)(1 −X (Hω))χy,L/3‖
)

= 4e3Lθ
E
(

‖Γy,LfE,ǫ(Hω)χy,L/3‖
)

, (2.4.7)where
fE,ǫ(u) = (u− (E + iǫ)−1))(1 −X (u)) (2.4.8)is a bounded, in�nitely di�erentiable funtion on the real line (see [GK04℄). Moreover, hoos-ing X onveniently, fE,ǫ is of weighted Gevrey-lass Ga

1(R), with a arbitrarily lose to 1, andby results on the subexponential deay of Gevrey-type funtions of Shrödinger operators in[BGK04, Theorem 1.4-(i)℄, for eah a′ with a′ > a there exist onstants C1 and c2 dependingonly on the funtion fE,ǫ suh that P-a.e
‖χyfE,ǫ(Hω)χx‖ ≤ C1e

−c2|x−y|1/a′

, for all x, y ∈ R
d. (2.4.9)Choosing a′ onveniently, plus the fat that dist(Υy,L,Λy,L/3) = L

3 − 3
2 we get that for L bigenough, depending on θ,C1, c2, p0,

sup
y

4e3Lθ
E
(

‖Γy,LfE,ǫ(Hω)χy,L/3‖
)

< p0 (2.4.10)This yields,
PE,y,L ≤ 4e3Lθ

E
(

‖Γy,LRω(E + iǫ)X (Hω)χy,L/3‖
)

+ 3p0 (2.4.11)
≤ 4e3Lθ

∑

u∈Λy,L/3

E (‖Γy,LRω(E + iǫ)X (Hω)χu‖) + 3p0 (2.4.12)(2.4.13)Now, [GK04, Prop. 6.1℄ applied to the subexponential moment gives
Mu(σ, ζ,X , T ) =

1

πT

∫

R

E

(

‖eσ
2
|X−u|ζRω(E + i

1

T
)X (Hω)χu‖2

2

)

dE (2.4.14)So the ondition on the growth of the subexponential moment :
lim inf
T→∞

1

Tα
E (Mu,ω(σ, ζ,X , T )) <∞, (2.4.15)47



Chapter 2. Charaterization of the Anderson transitionimplies, by 2.4.14, that there exists a sequene ǫk → 0+ and a onstant C > 0 suh that
ǫα+1
k

∫

R

E

(

‖eσ
2
|X−u|ζRω(E + iǫk)X (Hω)χu‖2

2

)

dE < C. (2.4.16)We de�ne the set Ak,u,M,I by
Ak,u,M,I =

{

E ∈ I : E

(

‖eσ
2
|X−u|ζRω(E + iǫk)X (Hω)χu‖2

2

)

≤Mǫ
−(α+1)
k

}

. (2.4.17)By (2.4.16) we have that , uniformly in u ,
|I \ Ak,u,M,I| <

C

M
. (2.4.18)Thus, for E ∈ I �xed, either E ∈ Ak,u,M,I in whih ase we have (for simpliity, in the followingwe write L = Lk, ǫ = ǫk)

4e3Lθ
E (‖Γy,LRω(E + iǫ)X (Hω)χu‖) ≤

≤ 4e3Lθ
E

(

‖Γy,Le
−σ

2
|X−u|ζe

σ
2
|X−u|ζRω(E + iǫ)X (Hω)χu‖

)

≤ 4e3Lθ
e−

σ
2 (L

4 )
ζ

E

(

‖eσ
2
|X−u|ζRω(E + iǫ)X (Hω)χu‖2

)

≤ 4e3Lθ−σ
2 (

L
4 )

ζ

E

(

‖eσ
2
|X−u|ζRω(E + iǫ)X (Hω)χu‖2

2

)1/2

≤ 4e3Lθ−σ
2 (

L
4 )

ζ

M1/2ǫ−(α+1). (2.4.19)(2.4.20)or else, E ∈ I \ Ak,u,M,I, so by (2.4.18) there exists Eu ∈ Au,I,M,ǫk
suh that

|E − Eu| ≤
π

Mand so, by the resolvent identity and the de�nition of Ak,u,M,I,
4e3Lθ

E (‖Γy,LRω(E + iǫ)X (Hω)χu‖) (2.4.21)
≤ 4e3Lθ

E (‖Γy,LRω(Eu + iǫ)X (Hω)χu‖)+

|E −Eu|E (‖Rω(E + iǫ‖‖Rω(Eu + iǫ)‖)

≤ 4e3Lθ−σ
2 (L

4 )
ζ

M1/2ǫ−(α+1) +
π

Mǫ2
. (2.4.22)(2.4.23)Therefore,

PE,y,L ≤ 4

3d
Lde3Lθ−σ

2 (
L
4 )

ζ

M1/2ǫ−(1+α)/2 +
2π

3d

Lde3Lθ

Mǫ2
+ 3p0. (2.4.24)(2.4.25)48



2.4. The ase of a weak Wegner estimate: Proof of Theorem 2.1.11By hoosing
M = e(9+α+1)Lθ

, (2.4.26)and realling (2.4.3), this immediately yields that the seond term in the r.h.s. is smaller than
p0 for L big enough depending on θ, p0, d, α. As for the remaining term,

4

3d

(

2π

3d

)1/2

L2de−
σ
2 (L

4 )
ζ

e(3+
9
2
+2(α+1))Lθ (2.4.27)if ζ > θ, any σ > 0 will give a subexponential deay for L big enough depending on θ, d, σ, ζ, p0.By assuming ζ > η we an always �nd suh θ, with θ > η.We have proved there exists L = L(θ, p0, d, ζ, η, α, σ,E, q) suh that for L > L we have

sup
y
PE,y,L < 5p0. (2.4.28)Sine p0 is arbitrary, we get the desired result.Remark 2.4.2. In the ase of the exponentially weak Wegner estimate, valid in d = 1, in order tostart the Bootstrap MSA the probability in the r.h.s. of 2.4.1 needs to be ≥ 1−e−Lξ

0 (see [GK01,eq. 5.9℄ and Remark 3.13 therein). The proof of Theorem 2.1.11 for this ase follows in thesame way as for the polynomial Wegner estimate, with some minor modi�ations, yielding sub-exponential deay of probabilities of bad events. Therefore, in this ase, we have the equivalene
ΣSEDL = ΣMSA.
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Chapter 3Delone�Anderson Operators I: Themagneti ase
Contents3.1 The model and main result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 513.2 A uniform Wegner estimate for a Delone�Anderson perturbationof the Landau Hamiltonian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 553.3 Proof of Theorem 3.1.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 593.3.1 Dynamial loalization in Landau bands . . . . . . . . . . . . . . . . . . 593.3.2 Dynamial deloalization in Landau bands . . . . . . . . . . . . . . . . 623.3.3 Almost sure existene of spetrum near band edges . . . . . . . . . . . . 633.1 The model and main resultIn this hapter, we study a partiular non-ergodi model, that represents a partile movingin dimension 2 under the in�uene of a onstant magneti �eld in a random medium, whereimpurities, or obstales, are entered in points of a Delone set. If the Delone set is periodi, weretrieve the standard (ergodi) Anderson operator. In this setion we introdue the model andin the following setion we prove it satis�es a uniform Wegner estimate. In the last setion weprove it also satis�es an initial length sale estimate. Then, by applying results from Chapter2, we show the existene of a metal-insulator transition in eah Landau band, as expeted fromthe ergodi ase. The existene of a mobility edge is the result of omplementary spetralregions of dynamial loalization and deloalization. We end our study by proving that theseresults are not trivial, that is, we prove the almost sure existene of spetrum in the regionswhere we prove dynamial loalization. More preisely, we prove that if the spetrum of theoperator has spetral gaps, they annot be larger than B−1/2, where B is the intensity of themagneti �eld. Setions 3.2 and 3.3 are ontained in the artile �Charaterization of the Andersonmetal-insulator transition for non ergodi operators and appliation� published in Annales HenriPoinaré [RM12℄. These results were announed in [GRM11℄.De�nition 3.1.1. A subset D of R

d is alled an (r,R)-Delone set if it is51



Chapter 3. Delone�Anderson Operators I
• uniformly disrete: there exist a real r > 0 suh that for any ube Λr, ♯(D ∩ Λr) ≤ 1, and
• relatively dense: there exists a real R ≥ r > 0 suh that for any ube ΛR, ♯(D ∩ ΛR) ≥ 1,where ♯ stands for ardinality.Remark 3.1.2. Note that in a (r,R)-Delone set there exists a minimal distane between any twopoints, r/2, and a maximal distane between neighbors, √dR. Latties and the set of verties ofa Penrose tiling are partiular ases of Delone sets (see Fig. 1.1.We onsider a random magneti Shrödinger operator of the form Hω = HB +λVω on L2(R2).The bakground Landau Hamiltonian HB is de�ned by

HB = (−i∇− A)2 with A =
B

2
(x2,−x1), (3.1.1)where A is the vetor potential, the onstant B > 0 is the strength of the magneti �eld, andthe random potential represents impurities plaed in a Delone set, that is,

Vω(x) =
∑

γ∈D

ωγu(x− γ), (3.1.2)We make the following assumptions on the Delone�Anderson potential:(v1) The single-site potential u is a measurable funtion suh that ‖∑
γ∈D

u(· − γ)‖∞ = 1, it hasompat support and satis�es
u−χ0,ǫu ≤ u ≤ u+χ0,δu , (3.1.3)for some onstants 0 < ǫu ≤ δu < r <∞ and 0 < u− ≤ u+ <∞.(v2) (ωγ)γ∈D is a family of i.i.d. random variables, with probability distribution µ of boundedand ontinuous density ρ suh that
ρ+ := ‖ρ‖∞ <∞, (3.1.4)

0 ∈ supp ρ ⊂ [−m0,M0], (3.1.5)where 0 ≤ m0 <∞, 0 < M0 <∞. We de�ne the global modulus of ontinuity of µ as
s(ǫ) = sup

E∈R

µ([E − ǫ/2, E + ǫ/2]) (3.1.6)Sine µ is an absolutely ontinuous probability distribution, s(ǫ) ≤ ρ+ ǫ.(u) δu < r/10, i.e. u has ompat support ontained in B(0, r/10). This implies that for
i, j ∈ D with i 6= j, supp ui ∩ supp uj = ∅, where we use the notation ui = u(· − i) for
i ∈ R

2.(u0) ‖u‖∞ = 1 and u(0) = 1.Under these assumptions Vω is a bounded salar potential jointly measurable in both ω ∈ Ωand x ∈ R
d, and so the mapping ω 7→ Hω is measurable.52



3.1. The model and main resultRemark 3.1.3. We an also treat the ase where the random variables ωγ are independentbut not identially distributed. Here, the global modulus of ontinuity s is de�ned as s(ǫ) =
sup
γ∈D

sup
E∈R

µγ([E−ǫ/2, E+ǫ/2]). In suh ase a disorder assumption is needed for the distributions
µγ , namely, s(ǫ) < ∞, ρ+ = supγ ‖ργ‖∞ < ∞ and that for ǫ > 0, there exist onstants C, τ > 0suh that µγ([E − ǫ, E + ǫ]) ≥ Cǫτ for all γ ∈ D.The spetrum of HB is pure point and onsists of a sequene of in�nitely degenerate eigen-values, the Landau levels {Bn = (2n+1)|B|; n = 0, 1, ...}, with assoiated orthogonal projetionoperators Πn. As the spetrum is independent of the sign of B, we will always assume B > 0.We denote the spetrum of the operator HB,λ,ω by σB,λ,ω. By perturbation theory [K,Theorem V.4.10℄ we know that for eah ω ∈ Ω,

σB,λ,ω ⊂
∞
⋃

n=0

Bn(B,λ),where Bn(B,λ) = [Bn − λm0, Bn + λM0] is alled the n-th Landau band. Moreover, by a Borel�Cantelli argument, for almost every ω ∈ Ω,
σB ⊂ σB,λ,ω, (3.1.7)where σB is the spetrum of the free Landau operator. We also show that there exists almostsurely spetrum near the band edges so our results are not empty (see Setion 3.3.3).For B �xed λ is small enough suh that

λ(m0 +M0) < 2B, (3.1.8)i.e., the Landau bands Bn(B,λ) are disjoint and hene the open intervals
Gn(B,λ) =]Bn + λM0, Bn+1 − λm0[, n = 0, 1, 2, ..., (3.1.9)are nonempty spetral gaps for HB,λ,ω.We de�ne the magneti translations Ua for a ∈ R

2 and ϕ ∈ C∞
0 (R2), by

Uaϕ(x) = e−i B
2

(x2a1−x1a2)ϕ(x− a), (3.1.10)obtaining a projetive unitary representation of R
2 on L2(R2):

UaUb = ei
B
2

(a2b1−a1b2)Ua+b = eiB(a2b1−a1b2)UbUa, a, b ∈ R
2. (3.1.11)We then have UaHBU

∗
a = HB for all a ∈ R

2.We now de�ne �nite volume operators following [GKS07℄. For B > 0, we set
KB = min

{

k ∈ N : k ≥
√

B

4π

} and LB = KB

√

B

4π
. (3.1.12)We denote NB = LBN, ÑB = NB ∪ {∞} and Z

2
B = LBZ

2. 53



Chapter 3. Delone�Anderson Operators IWe onsider squares ΛL(x) with L ∈ NB and x ∈ R
2, and identify them with the torii

TL,x := R
2/(LZ

2 + x). We denote by χx,L the harateristi funtion of the ube ΛL(x) and for
x̃ ∈ ΛL(x) and L̃ < L we denote by Λ̂L̃(x̃) and χ̂x̃,L̃ the ube and harateristi funtion in TL,x.For the �rst order di�erential operator DB = (−i∇ − A) restrited to C∞

c (ΛL(x)) we takeits losed, densely de�ned extension DB,x,L from L2(ΛL(x)) to L2(ΛL(x); C2), with periodiboundary onditions and then set HB,x,L = D∗
B,x,LDB,x,L.We are left with the operator HB,λ,ω,x,L ating on L2(ΛL(x)) de�ned by

HB,λ,ω,x,L = HB,x,L + λVω,x,L. (3.1.13)where Vω,x,L is de�ned by
Vω,x,L(·) =

∑

γ∈D∩ΛL−δu (x)

ωγu(· − γ). (3.1.14)and we denote by Ṽx,L the potential de�ned by
Ṽx,L(·) =

∑

γ∈Λ̃L−δu (x)

u(· − γ), (3.1.15)where Λ̃L(x) = D ∩ ΛL(x).Sine HB,x,L has a ompat resolvent, its spetrum onsists in the Landau Levels but nowwith �nite multipliity. We denote by Πn,x,L the orthogonal projetion assoiated to the n-thLandau level, Π⊥
n,x,L its orthogonal omplement, de�ne PB,λ,ω,x,L(J) = χJ(HB,λ,ω,x,L) for J ⊂ Ra Borel set and write RL(z) = (HB,λ,ω,x,L − z)−1 for the resolvent operator of HB,λ,ω,x,L. Wedrop the subsript x from the notation when the results are uniform with respet to the enterof the box ΛL.This operator satis�es the ompatibility onditions [GKS07, Eq. 4.2℄: If ϕ ∈ D(DB,x,L) with

suppϕ ⊂ ΛL−δu(x), then Ix,Lϕ ∈ D(DB) and
Ix,LDB,x,Lϕ = DBIx,Lϕ,

Ix,Lχx,L−δuVω,x,L = χx,L−δuVω,
(3.1.16)where Ix,L : L2(ΛL(x)) → L2(R2) is the anonial injetion

Ix,Lϕ(y) =

{

ϕ(y) if y ∈ ΛL(x)
0 otherwise.From this we have

Ix,LHB,λ,ω,x,Lϕ = HB,λ,ωIx,Lϕ,that is, the �nite volume operators HB,λ,ω,x,L agree with HB,λ,ω inside the square ΛL(x).However, HB,λ,ω,x,L does not satisfy the ovariane ondition (1.1.3) so we have a priori
HB,λ,ω,x,L 6= UxHB,λ,τ−x(ω),0,LU

∗
x ,54



3.2. A uniform Wegner estimate for a Delone�Anderson perturbation of the Landau Hamiltonianwhere Ux is the magneti translation (3.1.10) seen as a unitary map from L2(ΛL(0)) to L2(ΛL(x))and τx is the translation de�ned as τx(ωγ) = ωγ−x for x ∈ R
2.We aim to prove for this model the existene of omplementary regions of dynamial loal-ization and deloalization in the spetrum and therefore, the existene of a dynamial transi-tion energy. By doing this we extend known results for ergodi random Landau Hamiltonians[CH96, GK03, GKS07, GKS09℄ to non-ergodi ones.Theorem 3.1.4. Let HB,λ,ω be the Delone-Landau Hamiltonian, satisfying in partiular on-dition (3.1.8). Then for any n = 0, 1, 2, ... there exists a positive onstant B(n), depending onparameters of the model, suh that for any B > B(n), HB,λ,ω exhibits almost surely an Andersonmetal-insulator transport transition in the n-th Landau band.3.2 A uniform Wegner estimate for a Delone�Anderson pertur-bation of the Landau HamiltonianTheorem 3.2.1. For d = 2, let H0 be the Landau Hamiltonian with onstant magneti �eld B >

0 �xed. For any bounded interval I ∈ R there exist onstants QW = QW (B,λ,R, r, I, u,m0,M0),
ηB,λ,J ∈]0, 1] and a �nite sale L∗(B,λ, I,R) suh that for every ompat subinterval J ⊂ I, with
|J | < ηB,λ,J and L > L∗, we have

sup
x∈Rd

E{ tr Pλ,ω,x,L(J)} ≤ QW s(|J |)Ld. (3.2.1)Remark 3.2.2. We point out that Theorem 3.2.1 provides a Wegner estimate at all energies,in partiular, at Landau levels. Compare this result to Theorem 3.3.2. Both these results areneessary to prove the transport transition of Theorem 3.1.4. Theorem 3.3.2 is used to proveloalization at the band edges, while Theorem 3.2.1 is needed to apply Theorem 2.1.6.Sine the results are uniform in x, we state them for x = 0, λ �xed and for simpliity weomit these subsripts from the notation.For the proof we follow [CHK07℄, based on [CHK03℄, plus [GKS07℄. For an arbitrary E0 ∈ R, with J and J̃ losed bounded intervals entered on E0 suh that J ⊂ J̃ , |J | < 1, dJ > 0, wedeompose E{trPω,L(J)} with respet to the free spetral projetor of J̃ ,
trPω,L(J) = trPω,L(J)Πn,L + trPω,L(J)Π⊥

n,L. (3.2.2)The key step in estimating the �rst term of the r.h.s is to prove a positivity estimate as in[CHK07, Theorem 2.1℄. In order to obtain this estimate in the ase of the Landau Hamiltonian,we need some preliminary lemmas.Lemma 3.2.3. Using the notations above, there exists a positive �nite onstant Cn(B,u,R), sothat
Πn,LṼx,LΠn,L ≥ Cn(B,u,R)Πn,L. (3.2.3)55



Chapter 3. Delone�Anderson Operators IProof. From [CHKR04℄ we have that for n ∈ N, R̃ > 0, for eah 0 < ǫ < R̃, κ > 1 and η > 0there exists a onstant C0 = C0,n,ǫ,R̃,η > 0 suh that
Πnχ0,ǫΠn ≥ C0(Πnχ0,R̃Πn − ηΠnχ0,κR̃Πn). (3.2.4)Beause of the invariane of HB under the magneti translations (3.1.10) we have that theprojetions Πn ommute with these unitary operators, whih in turn gives, for an arbitrary

x ∈ R
2,

UxΠnχ0,ǫΠnU
∗
x ≥ C0Ux(Πnχ0,R̃Πn − ηΠnχ0,κR̃Πn)U∗

x (3.2.5)
ΠnUxχ0,ǫU

∗
xΠn ≥ C0(ΠnUxχ0,R̃U

∗
xΠn − ηΠnUxχ0,κR̃U

∗
xΠn) (3.2.6)

Πnχx,ǫΠn ≥ C0(Πnχx,R̃Πn − ηΠnχx,κR̃Πn), (3.2.7)sine onjugation by unitary operators is a positivity preserving operation.Now, we reall [GKS07, Lemma 5.3℄ (whih is independent of V and, therefore, D).Lemma 3.2.4. Fix B > 0, n ∈ N, R̃ > 0, 0 < ǫ < R̃ and η > 0. If κ > 1 and L ∈ NB (de�nedas in (3.1.12)) are suh that L > 2(LB + κR̃) then for all x̃ ∈ ΛL(x), we have
Πn,Lχ̂x̃,ǫΠn,L ≥ C0Πn,L(χ̂x̃,R̃ − ηχ̂x̃,κR̃)Πn,L + Πn,LEn,x̃,LΠn,L, (3.2.8)where C0 = C0;n,B,ǫ,R̃,η > 0 is a onstant as before and the error operator En,x̃,L satis�es

‖En,x̃,L‖ ≤ Cn,B,ǫ,R,ηe
−mn,BL, (3.2.9)for some positive onstant mn,B.Now, by (4.1.2) we have

Ṽx,L(·) =
∑

γ∈Λ̃L−δu (x)

u(· − γ) ≥ u−
∑

γ∈Λ̃L−δu (x)

χ̂γ,ǫu. (3.2.10)We �x R̃ > 2R + δu, in whih ase
∑

γ∈Λ̃L−δu (x)

χ̂γ,R̃ ≥ χx,L. (3.2.11)Now �x κ > 1 and pik η > 0 suh that
η

∑

γ∈Λ̃L−δu (x)

χ̂γ,κR̃ ≤ 1

2
χx,L. (3.2.12)It follows from Lemma 3.2.4, (3.2.11) and (3.2.12) that56



3.2. A uniform Wegner estimate for a Delone�Anderson perturbation of the Landau Hamiltonian
Πn,LṼx,LΠn,L ≥ u−C0

∑

γ∈Λ̃L−δu (x)

Πn,L(χ̂γ,R̃ − ηχ̂γ,κR̃)Πn,L + Πn,LEn,LΠn,L (3.2.13)
≥ u−C0

2
Πn,L + Πn,LEn,LΠn,L (3.2.14)

≥ C1Πn,L, (3.2.15)for L ≥ L∗ for some L∗ = L∗
n,B,ǫ,R,κ,η <∞ and C1 = u−C0

4 , sine the error operator
Πn,LEn,LΠn,L = Πn,L

∑

γ∈Λ̃L−δu (x)

En,γ,LΠn,Lby (3.2.9), satis�es
‖En,L‖ ≤ L2Cn,B,ǫ,R,ηe

−mn,BL.Finally we reall [CHK07, Lemma 2.1℄,Lemma 3.2.5. Suppose that T is a trae lass operator independent of ω and u, the single sitepotential (4.1.2). We then have
E{trPω,L(J)uiTuj} ≤ 8s(|J |)‖uiTuj‖1. (3.2.16)where we use the notation ui = u(x− i), i ∈ R

2.Proof of Theorem 3.2.1. Using the preliminary lemmas we an follow the proof in [CHK07, The-orem 4.3℄ and proeed to estimate (3.2.2). Notie that the spatial homogeneity of the Delone setin the sense that points do not aumulate neither are too far away, so the sums over indexes ofelements of D preserves the properties of the sums over indexes of elements of the lattie Z
2 asthe original proofs.a. Estimate on E{trPω,L(J)Π⊥

n,L}.The analysis in [CHK07, Eq. 2.6 - 2.10℄ for the n-th Landau band remains valid taking, forthe onstants de�ned therein, M = 1 and the operator K de�ned by
K ≡

(

HB,L + 1

HB,L − Em

)2

, ‖K‖ ≤ Kn ≡
(

1 +
1 + J+

dn

)2

, (3.2.17)where Em is an eigenvalue of HB,λ,ω,L, dn ≡ min{dist(I,Bn−1),dist(I,Bn+1} and J = [J−, J+].Then we an obtain the analog of [CHK07, Eq. 4.4℄,
trPω,L(J)Π⊥

n,L ≤ Knλ
2 max{m0,M0}2

∑

i,j∈Λ̃

|tr ujPω,L(J)uiKij |, (3.2.18)57



Chapter 3. Delone�Anderson Operators Iwhere Kij ≡ χi(HB,L + 1)−2χj , for χ ≥ 0 a smooth funtion of ompat support slightly largerthan the support of u suh that χu = u. Note that due to the spatial homogeneity of D and thefat that supp u is ontained in a ube of side r, the translated supports of u do not overlap.Now, denote by Λ̃0 = {i, j ∈ Λ̃/χiχj = 0} and by Λ̃c
0 = {i, j ∈ Λ̃/χiχj 6= 0}. For i, j ∈ Λ̃0,the operator Kij is trae lass [BGKS05, Lemma 2.2℄, [CHK07, Lemma 5.1℄ and it satis�es theCombes-Thomas estimate,

‖Kij‖1 = ‖χi(HB,L + 1)−2χj‖1 ≤ C ′
0e

−C̃0‖i−j‖, (3.2.19)where C ′
0 and C̃0 are positive onstants. So we an use Lemma 3.2.5 to obtain

E{|
∑

i,j∈Λ̃0

tr ujPω,L(J)uiKij|} ≤ E{
∑

i,j∈Λ̃0

|tr ujPω,L(J)uiKij|} (3.2.20)
≤ C08s(|J |)

∑

i,j∈Λ̃0

e−C̃0‖i−j‖ (3.2.21)
≤ C1s(|J |)|Λ|. (3.2.22)where C1 also depends on r, sine ♯(Λ̃L) ≤ Cr,dL

d for L > R, see Eq. (3.3.16).On the other hand, for i, j ∈ Λ̃c
0, Kij is also trae lass [BGKS05, Lemma 2.2℄ so we anapply Lemma 3.2.5 again, obtaining

E{trPω,L(J)Π⊥
n,L} ≤ C2s(|J |)|Λ|, (3.2.23)where C2 > 0 depends on u, I, λ, r and M = max{m0,M0} .b. Estimate on E{trPω,L(J)Πn,L}.We use the spetral projetor Πn,L in order to ontrol the trae. Here the key ingredient isthe positivity estimate (3.2.3) and the fat that, under our hypotheses on u, there exists a �niteonstant Cu, depending on u only, suh that

0 < Ṽ 2
L ≤ CuṼL.Now,

trPω,L(J)Πn,L ≤ 1

Cn(B,u,R)
trPω,L(J)Πn,LṼLΠn,L (3.2.24)

≤ 1

Cn(B,u,R)

{

trPω,L(J)ṼLΠn,L − trPω,L(J)Π⊥
n,LṼLΠn,L

}

. (3.2.25)Then we an proeed as in parts (2) and (3) of the proof of [CHK07, Theorem 4.3℄, and we �nallyarrive to the desired result,
E{trPω,L(J)} ≤ QW s(|J |)|Λ|. (3.2.26)where the onstant QW > 0 depends on B,u,R, r, I, λ,M and n.58



3.3. Proof of Theorem 3.1.43.3 Proof of Theorem 3.1.43.3.1 Dynamial loalization in Landau bandsIn this setion we prove the followingTheorem 3.3.1. Let Hω be as before. For any n = 0, 1, 2, ... there exist �nite positive onstants
B(n) and Kn(λ) depending only on n, M , u and ρ suh that for all B ≥ B(n) we an performMSA in the intervals

ΣB,n,λ,ω = σB,λ,ω ∩ {E ∈ Bn : |E −Bn| ≥ Kn(λ)
logB

B
}, (3.3.1)We have strong HS-dynamial loalization at energy levels up to a distane Kn(λ) log B

B fromthe Landau levels for large B.For the proof we need to verify the onditions to start the modi�ed Multisale Analysis,Theorem 2.1.3. As mentioned in the proof of Theorem 2.1.3, this model satis�es propertiesIAD, R, EDI, SLI and NE. What is left to prove is the existene of a suitable length sale L0that satis�es (2.1.5) and UWE. The latter omes from the following improvement in the Wegnerestimate of the previous setion and it follows [CH96, Theorem 3.1℄.Theorem 3.3.2. There exists B̃ > 0 and a onstant Qn = Q̃n,λ,u‖ρ‖∞ suh that for all B > B̃and for any losed interval I ⊂ Bn \ σ(HB)

E{trPB,λ,ω,x,L(I)} ≤ Qn
B

2(dist(I,Bn))2
|I|L2. (3.3.2)In partiular, for E0 /∈ σ(HB) and all 0 < ǫ < |E0 −Bn|,

P{dist(σ(HB,λ,ω,x,L), E0) ≤ ǫ} ≤ Qn
B

(|E0 −Bn| − ǫ)2
ǫL2. (3.3.3)Proof. Without loss of generality we work within the �rst Landau band B0, ontaining theLandau level B0. SetM = ‖Vω‖∞ = max{m0,M0}. Let I be an interval suh that I ⊂ B0 \{B0}and inf I > B, so dist(I,B0) > 0 .Following the same arguments in [CH96, Eq. 3.4 - 3.11℄, we get

E{trPL(I)} < dist(I,B0)
−2M2‖ρ‖∞|I|

∑

i,j∈D

‖Πij
0,L‖1, (3.3.4)where PL(I) stands for PB,λ,ω,x,L(I) and we use the notation Aij = u
1/2
i Au

1/2
j for any boundedoperator A.To evaluate the sum we onsider separately the indies i, j for whih ‖i− j‖ < 4δu and thosefor whih ‖i− j‖ ≥ 4δu, with δu as in (4.1.2). 59



Chapter 3. Delone�Anderson Operators ILet χij be the harateristi funtion of supp (ui + uj). Again, as in Theorem 3.2.1, thetranslated supports of u behave in a similar way as in the lattie. Then we follow the samearguments therein and obtain, using [CH96, Lemma 2.1℄,
∑

|i−j|<4δu

‖Πij
0,L‖1 ≤ ‖u‖2

∞
∑

|i−j|<4δu

‖χijΠ0,Lχij‖1 ≤ C0B|Λ||supp u|, (3.3.5)where the onstant C0 atually depends on the index n of the Landau level, whih in this aseis 0.De�ne χ+
ij to be the harateristi funtion of the set {x ∈ R

2 : ‖x− i‖ < ‖x− j‖} and denote
χ−

ij = 1 − χ+
ij. Then we obtain
‖Πij

0,L‖1 ≤ ‖u1/2
j Π0,Lχ

+
ij‖2‖χ+

ijΠ0,Lu
1/2
i ‖2 + ‖u1/2

j Π0,Lχ
−
ij‖2‖χ−

ijΠ0,Lu
1/2
i ‖2.Now, if |i− j| ≥ 4δu, ondition (4.1.2) implies that

dist(supp χ+
ij, supp uj) ≥

‖i− j‖
2

− δu ≥ k‖i− j‖for some k > 0. Similarly for dist(supp χ−
ij , supp ui). We then obtain

∑

|i−j|≥4δu

‖Πij
0,L‖1 ≤ C1|supp u||Λ|. (3.3.6)Combining (3.3.4), (3.3.5) and (3.3.6) we obtain

E{trPL(I)} ≤ Q0(dist(I,B0))
−2‖ρ‖∞ǫB|Λ|,where the onstant Q0 depends on λ, M ,‖u‖∞ and suppu. Taking I = [E0 − ǫ, E + ǫ] for small

ǫ > 0 and applying Chebyshev's inequality we obtain (3.3.3).As for the initial length sale estimate (2.1.5) to start the multisale analysis, we need to verifythat for some L0 ∈ 6N su�iently large (as spei�ed in [GK03℄), given θ > 0, E ∈ R \ σ(HB,L),
P

{

‖Γx,L0RB,ω,x,L0(E)χx,L0/3‖ ≤ 1

Lθ
0

}

> 1 − 1

Lp
0

, (3.3.7)for a suitable hoie of p, where Γx,L = χΛ̄L−1(x)\ΛL−3(x).To do so we follow the approah [CH96℄ to obtain estimates that we will later state as in[GK03℄. We need to show that in the annular region between a box of side L/3 and L, there existsa losed, onneted ribbon where the potential V satis�es the ondition |V (x)+Bn−E| > a > 0,for E 6= Bn with a good probability ([CH96, Eq. 4.2℄). To prove this, Combes and Hislop usedbond perolation theory, de�ning oupied bonds of the lattie as those bonds where the potentialsatis�es this property. However, in our ase there is no need to use perolation theory sine this60



3.3. Proof of Theorem 3.1.4fat is assured by the assumption (u) on the single-site potential. More preisely, we will showthat there exist ribbons where the potential is zero almost surely.Let us onsider the Voronoi diagram assoiated to D [OBSC℄. Sine Λ̃L = D∩ΛL is a disretebounded set, we an write Λ̃L = {p1, ..., pn}, n ∈ N. For eah site pi we onsider its Voronoi ell,de�ned as
V(pi) = {x ∈ R

2 : ‖x− pi‖ ≤ ‖x− pj‖, j 6= i, 1 ≤ j ≤ n},i.e., the set of points that are loser to pi than to any other site in Λ̃L. The Voronoi diagramassoiated to Λ̃L, denoted by Vor(Λ̃L) is a subdivision of ΛL into Voronoi ells,
Vor(Λ̃L) =

⋃

1≤i≤n

V(pi).The edges and verties of Vor(Λ̃L) are polygonal onneted lines with the property thatthe minimal and maximal distanes from any site pi to an edge or vertex are r/4 and √
dR/2,respetively.Now, take a overing of ΛL/3 by a �nite olletion of Voronoi ells, VΛ, whih is a onvexpolygon. Its perimeter is a polygonal line C that enloses ΛL/3 suh that C ∩D = ∅. Taking Lbig enough with respet to R we have C ⊂ ΛL−3 \ΛL/3. Moreover, assumption (u) implies thatwe an always �nd a ribbon R assoiated to C, i.e., a set

R = {x ∈ R
2 : dist(x, C) <

r

4
− r

10
},suh that V (x) = 0 for all x ∈ R (see Fig. 3.1)

ΛL−3

ΛL

3

R

Figure 3.1: Ribbon R in the Voronoi diagram assoiated to D. Points represent the support ofthe Delone�Anderson potential.Then, ondition [CH96, Eq. (4.2)℄ holds almost surely, therefore [CH96, Corollary 4.1℄ holdsalmost surely, and this implies (see [CH96, Proposition 5.1℄, [GK03, Theorem 4.3℄) 61



Chapter 3. Delone�Anderson Operators ITheorem 3.3.3. Let E = Bn ± 2a for some n = 0, 1, 2... with 0 < 2a < B. There existsonstants Yn, βn > 0 depending only on n,M, u, δu suh that for any 0 < ǫ ≤ a, L ∈ 6N and Qnas in the previous theorem,
P

{

‖Γx,LRB,ω,x,L(E)χx,L/3‖ ≤ Yn
B

aǫ2
e−βn min{aB,

√
B}
}

> 1 −Qn
Bǫ

a2
L2. (3.3.8)Therefore, to satisfy (3.3.7) we need only to verify the onditions

Yn
B

aǫ2
e−βn min{aB,

√
B} ≤ 1

Lθ
0

, (3.3.9)
Qn

Bǫ

a2
L2

0 ≤ 1

Lp
0

, (3.3.10)whih an be done in the same way as in the proof of [GK03, Theorem 4.1℄, yielding Theorem3.3.1 .3.3.2 Dynamial deloalization in Landau bandsTheorem 3.3.4. Under the disjoint bands ondition (3.1.8) the random Landau Hamiltonian
HB,λ,ω exhibits dynamial deloalization in eah Landau band Bn(B,λ), i.e. for all n = 1, 2, ...,

ΞDD ∩ σB,λ,ω ∩ Bn(B,λ) 6= ∅. (3.3.11)In partiular, there exists at least one energy En,ω(B,λ) ∈ Bn(B,λ) suh that for every
X ∈ C∞

c,+(R) with X ≡ 1 on some open interval J ∋ En,ω(B,λ) and p > 0, we have
MB,λ(p,X , T ) ≥ Cp,XT

p
4
−6, (3.3.12)for all T ≥ 0 with Cp,X > 0.This is a onsequene of the quantization of the Hall ondutane in eah Landau band andthe fat that in regions of dynamial loalization, the Hall ondutane is onstant, as proven in[GKS07, Setion 3℄. We reall the main lines of their strategy.Consider the swith funtion h(t) = χ[ 1

2
,∞)(t) and let hj denote the multipliation by thefuntion h(xj), j = 1, 2. The Hall ondutane is de�ned as

σHω(B,λ,E) = −2πiΘ(PB,λ,ω,E) := tr {PB,λ,ω,E [[PB,λ,ω,E , h1], [PB,λ,ω,E , h2]]}, (3.3.13)where PB,λ,ω,E := PB,λ,ω((−∞, E]).Following the proof of [GKS07, Lemma 3.2℄ we see that the Hall ondutane is onstant inonneted omponents of the dynamial loalization region, where property SUDEC is valid, asonsequene of Theorem 2.1.3. On the other hand, it is well known that for λ = 0, σHω(B,λ,E) =62



3.3. Proof of Theorem 3.1.4
n if E ∈ (Bn, Bn+1) for all n = 0, 1, 2, .... Under the disjoint bands ondition (3.1.8), if E ∈
Gn(B,λ∗) for λ∗ and some n ∈ {0, 1, 2, ...}, we an �nd some λE > λ∗ suh that E ∈ Gn(B,λ)for all λ ∈ [0, λE ]. That is, the spetral gaps stay open as λ inreases. Then we prove alongthe lines of [GKS07, Lemma 3.3℄ that σHω(B,λ,E) = n if E ∈ Gn(B,λ), for all [0, λE ]. As thespetral gaps Gn(B,λ) are by de�nition part of the loalization region, this implies that the Hallondutane has the same value in di�erent gaps, whih is a ontradition. Therefore, we musthave ΞDD ∩ σB,λ,ω ∩ Bn(B,λ) 6= ∅ for every ω ∈ Ω.By Theorems 3.3.1 and 3.3.4 we onlude that there exists a dynamial transition energy ineah Landau band as stated in Theorem 3.3.4.3.3.3 Almost sure existene of spetrum near band edgesSine we deal with a non ergodi random operator, previous results on the nature of the spetrumdo not hold in this setting. In partiular, we annot use the haraterization of the spetra asa union of spetra of periodi operators as in [GKS07℄. We need a more onstrutive approahand thus, to go bak to the argument used in [CH96℄. We extend [CH96, Theorem 7.1℄ to aDelone�Anderson potential to make sure that, although the spetrum σB,λ,ω is random, thereexists almost surely some part of σB,λ,ω in the region were we an prove dynamial loalization,that is, in the spetral band edges.Consider the operator ating on L2(R2), HD

ω = HB + λV D
ω where λ > 0 and V D

ω is de�nedas in (3.1.2). Reall that
V D

ω (x) =
∑

γ∈D

ωγuγ , (3.3.14)where D is an (r,R)-Delone set, the random variables ωγ are i.i.d. with absolute ontinuousprobability distribution µ, supp µ = [−M,M ] and uγ = u(x − γ). Assume moreover u ∈
C2,‖u‖∞ = 1, supp u ⊂ Λr(0) and u(0) = 1.Theorem 3.3.5. Under the disjoint bands onditions, for a random Landau Hamiltonian asstated before and any n = 0, 1, 2, ... there exists a �nite positive onstant B(n) depending on n,
M , u, λ and Kn(λ) suh that for all B > B(n), the intervals ΣB,n,λ,ω in Theorem 3.3.1 arealmost surely non empty. More preisely, we prove that there exist �nite positive onstants Cn,
B(n) depending on n, M , u suh that for every B > B(n), we have for all E ∈ Bn,

σ(Hω) ∩ [E − λCnB
−1/2, E + λCnB

−1/2] 6= ∅. (3.3.15)For a set A ∈ R
2 we denote by Ã the intersetion A∩D. Reall that we have, for an arbitrarybox ΛL(x) of side L ∈ N entered in x:

CR,dL
d ≤ ♯(Λ̃L) = ♯(D ∩ ΛL) ≤ Cr,dL

d, (3.3.16)where CR,d = R−d and Cr,d = ⌈r−d⌉.Take a sequene {xn} suh that |xn −xm| > L for every n,m and onsider the following setsin the probability spae Ω:
ΩL

ǫ (xn) = {ω : |ωγ − η| ≤ ǫ ∀γ ∈ Λ̃L(xn)} 63



Chapter 3. Delone�Anderson Operators Iand
ΩL

ǫ =
⋂

N

⋃

n≥N

ΩL
ǫ (xn), (3.3.17)where η ∈ [−M,M ]. By the hoie of {xn}, the events ΩL

ǫ (xn) and ΩL
ǫ (xm) are independent for

n 6= m.Sine the random variables are i.i.d. and (3.3.16) holds for every box ΛL(xn), we obtain
P
(

ΩL
ǫ (xn)

)

= P

(

|ωγ − η| ≤ ǫ,∀γ ∈ Λ̃L(xn)
)

= P (|ωγ − η| ≤ ǫ)♯(D∩ΛL(xn)) (3.3.18)
≥ P (|ωγ − η| ≤ ǫ)Cr,dLd (3.3.19)
= µ([η − ǫ, η + ǫ])Cr,dLd

. (3.3.20)(3.3.21)Therefore
∑

n

P
(

ΩL
ǫ (xn)

)

= ∞, (3.3.22)whih implies that P
(

ΩL
ǫ

)

= 1, by the Borel�Cantelli lemma.Given δ > 0, take ǫ = δ/(rL)d. We have shown that for ω ∈ ΩL
ǫ , a set of full measure, thereexists an in�nite sequene {xn} suh that for any η ∈ [−M,M ],

|ωγ − η| < δ

(rL)d
for all γ ∈ Λ̃L(xn) (3.3.23)Fix one of these boxes and all it Λ0 (so Λ0 depends on ω, but this proedure an be donefor all ω ∈ Ω0, the yielding result being uniform in ω).Without loss of generality, Λ̃0 ontains 0. Indeed, if 0 /∈ Λ̃L(xn) for all n, take L > R so that

Λ̃0 6= 0 and take γ0 ∈ Λ̃0. Consider now the operator
HD−γ0

ω = HB + λ
∑

γ∈D−γ0

ωγuγ . (3.3.24)We have that σ(HD
ω ) = σ(HD−γ0

ω ), sine, taking a translation τγ0 : Ω ×D → Ω × (D − γ0)de�ned by τγ0(ωγ , γ) = (ωγ , γ − γ0), that assoiates the same random variable of a point to itstranslated, we an see HD
ω is unitarily equivalent to HD−γ0

ω .Moreover, by what is known for HD
ω , with full probability there exists a sequene {x̃n} =

{xn−γ0} suh that (3.3.23) holds. In partiular, sine the ube Λ0 is a ube that satis�es (3.3.23)for HD
ω , then the ube Λγ0 = Λ0 − γ0 satis�es (3.3.23) for HD−γ0

ω .De�ne
Vγ0(x) = η

∑

γ∈Λ̃γ0

uγ . (3.3.25)64



3.3. Proof of Theorem 3.1.4Sine γ0 ∈ Λ̃0 = Λ0 ∩D we have that 0 ∈ Λ̃γ0 = (Λ0 −γ0)∩ (D−γ0). Moreover, the assumptionson u, namely that u(0) = 1 and the supports of uγ do not overlap, imply that Vγ0(0) = η.Therefore, without loss of generality we an assume Λ̃0 is entered in 0 and so we work from nowon with HD
ω , V D

ω and V0 as in (3.3.25) with γ0 = 0.Remark 3.3.6. The assumption u(0) = 1 is so we an later perform a Taylor expansion around
0.Proof of Theorem 3.3.5. From now on L is �xed. For the sake of ompleteness, we will reproduethe details of [CH96, Appendix 2℄ with the orresponding adaptations and work in the 0 -thLandau band. Let Π0 be the Landau projetion in the 0 -th Landau band, around the Landaulevel B0. Take the normalized funtion φ0 ∈ Π0(H),de�ned by

φ0(x) =

(

2B

π

)1/2

e−B|x|2. (3.3.26)Let E ∈ [B0 −λM,B0 +λM ], that is, E = B0 +λη for some η ∈ [−M,M ]. The ase η = 0 istrivial by the previous Borel�Cantelli argument, as {Bn}n≥0 ⊂ σ(Hω) almost surely. Sine theargument is analog for η < 0, in the following we onsider only η ∈ (0,M ], and write
‖
(

HD
ω − E

)

φ0‖ = ‖
(

HD
ω −B0 − λη

)

φ0‖ (3.3.27)
≤ ‖Π0(λV

D
ω − λη)φ0‖ + λ‖(1 − Π0)V

D
ω φ0‖. (3.3.28)For simpliity we write Vω instead of V D

ω . The deterministi result [CH96, Lemma A.1 ℄ impliesthat
λ‖(1 − Π0)Vωφ0‖ ≤ λC1B

−1/2, (3.3.29)where C1 is a onstant depending only on the single-site potential u. We are left with
‖Π0(λVω − λη)φ0‖ ≤λ‖(

∑

γ∈Λ̃0

ωγuγ +
∑

γ∈D\Λ̃0

ωγuγ − η)φ0‖ (3.3.30)
≤λ‖(

∑

γ∈Λ̃0

ωγuγ − η)φ0‖ + λ‖
∑

γ∈D\Λ̃0

ωγuγφ0‖ (3.3.31)
≤λ‖(

∑

γ∈Λ̃0

ωγuγ − η)φ0‖ + λM
∑

γ∈D\Λ̃0

‖uγφ0‖. (3.3.32)Reall that
{γ ∈ D : γ ∈ D \ Λ̃0} ⊂ {γ ∈ D : |γ| > r}. (3.3.33)The seond term in (3.3.32) an be estimated as in [CH96, Eq. 7.6℄, where it is shown that

‖uγφ0‖2 =

∫

R2

φ0(x)
2u(x− γ)2dx ≤ ‖u‖2

∞e
−2B|γ|2+4Br|γ|, (3.3.34)whih is summable for γ suh that |γ| > r, yielding that for all B > B∗, for a onstant B∗ bigenough, 65



Chapter 3. Delone�Anderson Operators I
λM

∑

γ∈D\Λ̃0

‖uγφ0‖ ≤ λC2B
−1/2, (3.3.35)where the onstant is uniform in B.As for the �rst term in (3.3.32), realling the de�nition of V0 from (3.3.25), we write

λ‖(
∑

γ∈Λ̃0

ωγuγ − η)φ0‖ =λ‖(
∑

γ∈Λ̃0

ωγuγ − V0 + V0 − η)φ0‖ (3.3.36)
≤λ‖(

∑

γ∈Λ̃0

ωγuγ − η
∑

γ∈Λ̃0

uγ)φ0‖ + λ‖(V0 − η)φ0‖ (3.3.37)
≤λ‖

∑

γ∈Λ̃0

(ωγ − η)uγφ0‖ + λ‖(V0 − η)φ0‖. (3.3.38)By the hoie of Λ0 the �rst term in (3.3.38) is
λ‖
∑

γ∈Λ̃0

(ωγ − η)uγφ0‖ ≤ λδ. (3.3.39)As for the seond term in (3.3.38),
‖(V0 − η)φ0‖2 =

(

2

π

)∫

R2

|V0(x) − η|2e−2B‖x‖2
dx (3.3.40)

=

(

2

π

)
∫

R2

|V0(B
−1/2x) − η|2e−2‖x‖2

dx. (3.3.41)Now, sine V0(0) = η, we have
|V0(B

−1/2x) − η| = |V0(B
−1/2x) − V0(0)| (3.3.42)and we an perform a Taylor expansion around 0 for V0, obtaining, sine supp V0 ⊂ Λ0,

|V0(B
−1/2x) − V0(0)| ≤ B−1/2‖x‖‖∇V0‖∞ ≤ B−1/2L‖∇V0‖∞. (3.3.43)Notie that ‖∇V0‖∞ ≤ C3, for a onstant C3 depending only on u, uniformly with respetto η ∈ [0,M ]. Replaing this in the integral we obtain

‖(V0 − η)φ0‖2 =

(

C4

πB

)
∫

e−2‖x‖2
dx. (3.3.44)So we obtain one more

λ‖(V0 − η)φ0‖ ≤ λC5B
−1/2. (3.3.45)Finally, adding the estimates (A.1),(A.2),(3.3.39) and (3.3.45) yields that for all B > B∗,66



3.3. Proof of Theorem 3.1.4
‖HD

ω − (B0 + λη)‖ ≤ λC5B
−1/2 + δ, (3.3.46)where the bound is uniform in B, ω ∈ Ω0 and in η ∈ [0,M ]. The same result holds in anyLandau band for all B large enough. Therefore, with probability one and for any E = Bn + λη,we have

σ(HD
ω ) ∩ [E − λC5B

−1/2 − δ,E + λC5B
−1/2 + δ] 6= 0. (3.3.47)Sine δ > 0 is arbitrary,

σ(HD
ω ) ∩ [E − λC5B

−1/2, E + λC5B
−1/2] 6= 0, (3.3.48)for every E ∈ [Bn, Bn + λM ]. This proves that any gap in the spetrum of HD

ω in the Landauband annot exeed a length of order B−1/2.In partiular, sine we know by perturbation theory that σ(HD
ω ) ⊂ [Bn − λM,Bn + λM ],wehave that for E = Bn + λM , that is, in the edge of the Landau band,

σ(HD
ω ) ∩ [Bn + λM − λC5B

−1/2, Bn + λM ] 6= ∅. (3.3.49)On the other hand, by Theorem 3.3.1 we know the loalization region is at a distane
Kn(λ) ln B

B from the Landau level Bn. If λ is �xed and B is suh that
Kn(λ)

lnB

B
< λM − λCn√

B
, (3.3.50)then the region of the spetrum that is almost surely near the band edge, that is above Bn +

λM −λCnB
−1/2, lies in the loalization region, that is above Bn +Kn(λ) ln B

B . So we have shownTheorem 3.3.5, that is, for every n = 0, 1, 2, ...

ΣB,n,λ,ω 6= ∅ for a.e. ω ∈ Ω. (3.3.51)
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Chapter 4Delone�Anderson Operators II: Aperturbation of the Laplaian
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−∆ + V0, for some bounded potential V0, using a di�erent method to establish the initial lengthsale estimate required to apply the MSA. We onsider Delone�Anderson perturbations with bothregular and singular measures (Delone-Bernoulli type potentials). The Delone�Bernoulli model isstudied in setion 4.5 using the loalization proof by [GK11℄ à la Bourgain�Kenig [BoK05℄. Here,we see a distintion between dimensions d ≥ 2 and d = 1, that, we believe, is a onsequene ofthe tehniques used to obtain the initial length sale estimate. Part of these results are ontainedin the artile �Dynamial loalization for Delone�Anderson operators� [GMRM℄, in preparation.69



Chapter 4. Delone�Anderson Operators IIConsider the random Shrödinger operator Hω = H0 + Vω on L2(Rd) where H0 is a pertur-bation of −∆ and Vω is a Delone�Anderson potential de�ned by
Vω(x) =

∑

γ∈D

ωγu(x− γ), (4.1.1)satisfying onditions (v1) and (v2), de�ned in Chapter 3. For the reader's onveniene and tomake this hapter self ontained, we reall,(v1) The single-site potential u is a measurable funtion suh that ‖∑
γ∈D

u(· − γ)‖∞ = 1, it hasompat support and satis�es
u−χ0,ǫu ≤ u ≤ u+χ0,δu , (4.1.2)for some onstants 0 < ǫu ≤ δu < r <∞ and 0 < u− ≤ u+ <∞.(v2) (ωγ)γ∈D is a family of i.i.d. random variables, with probability distribution µ of boundedand ontinuous density ρ suh that
ρ+ := ‖ρ‖∞ <∞, (4.1.3)

0 ∈ supp ρ ⊂ [−m0,M0], (4.1.4)where 0 ≤ m0 <∞, 0 < M0 <∞. We de�ne the global modulus of ontinuity of µ as
s(ǫ) = sup

E∈R

µ([E − ǫ/2, E + ǫ/2]) (4.1.5)Sine µ is an absolutely ontinuous probability distribution, s(ǫ) ≤ ρ+ ǫ.We denote by V the potential obtained from (4.1.1) by setting all the random variables equalto 1, that is,
V (·) =

∑

γ∈D

u(· − γ), (4.1.6)For any operator A, we denote by Ax,L its restrition to the ube Λx,L. For the sake ofnotation, we will write Ax,L or AL, indistintively, when no onfusion arises.Remark 4.1.1. The results in this hapter also hold in the ase where the random variables ωγare independent but not identially distributed. Then, the global modulus of ontinuity s isde�ned as s(ǫ) = sup
γ∈D

sup
E∈R

µγ([E − ǫ/2, E + ǫ/2]). In suh ase a disorder assumption is neededfor the distributions µγ , namely, s(ǫ) < ∞, ρ+ = supγ ‖ργ‖∞ < ∞ and that for ǫ > 0, thereexist onstants C, τ > 0 suh that µγ([E − ǫ, E + ǫ]) ≥ Cǫτ for all γ ∈ D.4.2 Uniform Wegner estimates for Delone�Anderson type poten-tialsTheorem 4.2.1. i. For d ≥ 1 let H0 = −∆ and M0 > 0. For any q > 0, there exists apositive onstant Cu,d and an energy
E∗(R) =

(

q
Cu,d

Rd+1

)2

> 0, (4.2.1)70



4.2. Uniform Wegner estimates for Delone�Anderson type potentialsuniform in λ suh that for any ompat subinterval I ⊂ [0, E∗(R)] there exists a onstant
QW = QW (λ,R, r, u, d, q) and a �nite sale L∗ = L∗(R) suh that for L > L∗ the followinguniform Wegner estimate holds

sup
x∈Rd

E {trPλ,ω,x,L(I)} ≤ QW s(|I|)Ld. (4.2.2)ii. Let E0 ∈ R \ σ(H0) for H0 = −∆ + V0, where V0 is Z
d-periodi. For any bounded interval

I ⊂ R \ σ(H0) there exist a onstant QW = QW (λ,R, r, I, u) and a �nite sale L∗(R) suhthat for every ompat subinterval J ⊂ I, (4.2.2) holds.iii. Assume the IDS of H0 is Hölder ontinuous with exponent δ > 0 in some open interval I andno further assumption on s(ǫ). Then there exists a onstant Q′
W = Q′

W (B,λ, I, u,R, r, d) >
0 suh that for all ompat subintervals J ⊂ I with |J | small enough, and 0 < γ < 1,

E{trPλ,ω,x,L(J)} ≤ Q′
W max{|J |δγ , |J |−2γs(|J |)}Ld. (4.2.3)In partiular, if s(ǫ) ≤ Cǫζ, for some ζ ∈ [0, 1], then

E{trPλ,ω,x,L(J)} ≤ Q′
W |J |

ζδ
δ+2Ld. (4.2.4)Proof. For simpliity we omit λ and x from the notation. We follow the proof by [CHK07,CHK03℄, as done for the Landau Hamiltonian in Chapter 3, that relies in deomposing E{trPω,L(J)}with respet to the free spetral projetor of an interval J̃ , suh that J ⊂ J̃ and dJ = dist(J, J̃c) >

0, that is
trPω,L(J) = trPω,L(J)P0,L(J̃) + trPω,L(J)P0,L(J̃c). (4.2.5)The key step in estimating the �rst term of the r.h.s is to prove a positivity estimate as in[CHK07, Theorem 2.1℄. One this is established, the proof follows as in [CHK07℄, sine theseond term an be estimated in a standard way using Combes-Thomas type estimates (seeProof of Theorem 3.2.1-(a)). For the �rst term, the key is to obtain a positivity estimate analogto [CHK07, Theorem 2.1℄, whih we do in the following.To prove (i) we need to show that there exists an energy E∗(R) > 0 and a onstant Cu,d,R > 0suh that for every Ĩ ⊂ [0, E∗(R)] we have,

P0,L(Ĩ)VLP0,L(Ĩ) ≥ Cu,d,RP0,L(Ĩ). (4.2.6)We take advantage of an averaging trik used in [BoK05, GHK07℄. We ompare the potential
Ṽx,L to a spatially averaged potential de�ned by

V̄L(·) :=
1

Rd

∫

ΛR(0)
VL(· − a)da ≥ Cu

Rd
χΛL

(·). (4.2.7)71



Chapter 4. Delone�Anderson Operators IILet L > R and let ϕ be a normalized eigenfuntion in the range of P0,L(Ĩ), we have
〈

ϕ,P0,L(Ĩ)VLP0,L(Ĩ)ϕ
〉

= 〈ϕ, VLϕ〉 (4.2.8)
=
〈

ϕ, V̄Lϕ
〉

+
〈

ϕ, (VL − V̄L)ϕ
〉 (4.2.9)

≥ Cu

Rd
− 1

Rd

∫

ΛR(0)
〈ϕ(· + a), VLϕ(· + a)〉 − 〈ϕ, VLϕ〉 da (4.2.10)

≥ Cu

Rd
− 1

Rd

∫

ΛR(0)
| 〈ϕ(· + a), VLϕ(· + a)〉 − 〈ϕ, VLϕ〉 |da (4.2.11)

=
Cu

Rd
− 1

Rd

∫

ΛR(0)
| 〈ϕ(· + a) − ϕ, VLϕ(· + a)〉 + 〈ϕ, VLϕ(· + a)〉 − 〈ϕ, VLϕ〉 |da (4.2.12)

=
Cu

Rd
− 1

Rd

∫

ΛR(0)
| 〈ϕ(· + a) − ϕ, VLϕ(· + a)〉 + 〈ϕ, VL(ϕ(· + a) − ϕ)〉 |da (4.2.13)

≥ Cu

Rd
− 1

Rd

∫

ΛR(0)
2‖ϕ(· + a) − ϕ‖‖VL‖da (4.2.14)

≥ Cu

Rd
− 1

Rd

∫

ΛR(0)
2|a|‖∇Lϕ‖da (4.2.15)

≥ Cu

Rd
− 2R

√
dξ, (4.2.16)(4.2.17)where ‖∇Lϕ‖ = ξ and we use the fat that ‖ϕ(· + a) − ϕ‖ ≤ |a|‖∇Lϕ‖L. Take

ξ = q
Cu

2
√
dRd+1

= q
Cu,d

Rd+1
, for some q ∈ (0, 1), (4.2.18)then

Cu

Rd
− 2R

√
dξ = (1 − q)

Cu

Rd
:= Cq,u,d,R > 0. (4.2.19)Choose

E∗(R) =

(

q
Cu,d

Rd+1

)2

. (4.2.20)Then, sine ξ2 ≤ E∗(R), we obtain that for any q ∈ (0, 1) and for any ϕ ∈ Ran P0,L(Ĩ), thereexists a onstant Cq,u,d,R > 0 suh that for Ĩ ⊂ [0, E∗(R)),
〈

ϕ,P0,L(Ĩ)VLP0,L(Ĩ)ϕ
〉

≥ Cq,u,d,R

〈

ϕ,P0,L(Ĩ)ϕ
〉

. (4.2.21)This gives the ruial estimate to prove an optimal Wegner estimate as in [CHK07, Theorem1.1℄.As for (ii), note that in this ase trP0,L(J̃) = 0 if J̃ ⊂ R\σ(H0), so we only need to estimatethe seond term in the r.h.s. of (4.2.5), where we do not need the positivity estimate (4.2.6) for
P0,L. This is done as in the proof of Theorem (3.2.1)�(a).In ase (iii) we an estimate the �rst term in the r.h.s. of (4.2.5) without using the analog of(4.2.6) for P0,L. Instead, the Hölder ontinuity of the IDS of the non perturbed operator impliesthat there exists a onstant C > 0 suh that

trP0,L(J̃) ≤ C|J̃|δ |Λ|,72



4.3. Dynamial loalization for a Delone�Anderson perturbation of the Laplaianand so, for 0 < γ < 1

trPω,L(J)P0,L(J̃) ≤ C|J |γδ|Λ|. (4.2.22)Following the lines of [CHK07℄ and writing expliitly the dependene on dJ , we have
E{trPω,L(J)P0,L(J̃c)} ≤ Q′

W

d2
J

s(|J |)|Λ|,by taking dJ = |J |γ we obtain the desired result. Furthermore, if s(ǫ) is ζ-Hölder ontinuous,we get, taking γ suh that γδ = ζ − 2γ,
E{trPω,L(J)} ≤ Q′

W max{|J |γδ , |J |ζ−2γ}L2 (4.2.23)
≤ Q′

W |J |
ζδ

δ+2L2, (4.2.24)where Q′
W depends on u, I, λ, R, r and M .

4.3 Dynamial loalization for a Delone�Anderson perturbationof the LaplaianConsider a Delone set D of harateristis r,R and its assoiated Delone�Anderson operator
Hω = −∆ + Vω on L2(Rd), with Vω de�ned in (4.1.1). We assume m0 = 0, so the randomvariables in the de�nition of Vω are supported in the interval [0,M ] for some M > 0 �xed. Then
σ(Hω) = [0,∞) for a.e. ω ∈ Ω. In this setion we prove the followingTheorem 4.3.1. There exist positive onstants C ′ and A, depending on the parameters of themodel d, u, µ,M , and an energy

E∗ =
C ′

R2(d+1) |logAR|2/d
, (4.3.1)suh that for every small open interval I ⊂ [0, E∗), we have I ⊂ ΣMSA. In partiular, Hω exhibitsdynamial loalization in [0, E∗).4.3.1 The Initial Length Sale Estimate (ILSE)Sine, by Theorem 4.2.1�(i), Hω satis�es a uniform Wegner estimate, in order to apply theBootstrap MSA (Theorem 2.1.3) it remains to prove an initial length sale estimate (ILSE). Wedo this by showing that there exists a length sale L0 suh that a gap of size E∗ ours above

0 = inf σ(Hω) in the spetrum of Hω,L with good enough probability. Applying the Combes-Thomas estimate inside the gap will yield the desired deay of the �nite-volume resolvent, andthus proving ILSE (2.1.5), in the interval [0, E∗).The following is a reformulation of [G08, Proposition 3.1℄ adapted to our setting. 73



Chapter 4. Delone�Anderson Operators IIProposition 4.3.2. Fix p > 0. There exists a onstant C = Cu,µ,d,p,M0 suh that for all sales
L ≥ 1 and x ∈ R

d we have
P

(

Hω,x,L ≥ CR−2(d+1)(lnL)−
2
d

)

≥ 1 − 1

Lpd
(4.3.2)Proof. Fix K > 1. By assumption (v1) (4.1.2), there exists a onstant Cu,d suh that, uniformlywith respet to the enter of the box x ∈ Rd, for some K > 1,

V̄ω,L(·) :=
1

(KR)d

∫

ΛKR(0)
Vω,L(· − a)da ≥ Cu,d

Rd
Yω,LχΛL

(·), (4.3.3)where
Yω,L := min

ξ∈Λ̃

1

Kd

∑

ζ∈Λ̃ K
3

(ξ)

ωζ . (4.3.4)It follows from standard estimates that, if µ̄ is the mean of the probability measure µ, thereexists Aµ > 0 suh that
P









1

Kd

∑

ζ∈Λ̃ K
3

(ξ)

ωζ ≤ µ̄

2









≤ e−AµKd
. (4.3.5)Therefore,

P

(

V̄ω,L ≥ Cu,dµ̄

2Rd
χΛL

)

≥ 1 − Lde−AµKd
, (4.3.6)and in turn, for the operator de�ned bȳ

Hω,L = −∆L + V̄ω,L, (4.3.7)we have
P

(

H̄ω,L ≥ Cu,dµ̄

2Rd

)

≥ 1 − Lde−AµKd
. (4.3.8)Take ω in the event whose probability is given by the previous estimate. If ϕ ∈ C∞

c (ΛL),with ‖ϕ‖ = 1, we an proeed as in the previous setion and estimate
〈ϕ,Hω,Lϕ〉 = 〈ϕ, H̄ω,L〉 − 〈ϕ, (V̄ω,L − Vω,L)ϕ〉 (4.3.9)

≥ Cu,dµ̄

2Rd
− 1

(KR)d

∫

ΛKR(0)
(〈ϕ(· + a), Vω,Lϕ(· + a)〉 − 〈ϕ, Vω,Lϕ〉) da (4.3.10)

≥ Cu,dµ̄

2Rd
− 2

(KR)d

∫

ΛKR(0)
‖ϕ(· + a) − ϕ‖‖Vω,L‖∞ (4.3.11)

≥ Cu,dµ̄

2Rd
−KRM

√
d‖∇ϕ‖, (4.3.12)(4.3.13)where M = supω ‖Vω,L‖∞ and we used that ‖ϕ(· + a) − ϕ‖ ≤ |a| ‖∇ϕ‖. Notie that, sine

Vω,L ≥ 0,74



4.3. Dynamial loalization for a Delone�Anderson perturbation of the Laplaian
‖∇ϕ‖2 = 〈ϕ,−∆ϕ〉 ≤ 〈ϕ,Hω,Lϕ〉. (4.3.14)Then

〈ϕ,Hω,Lϕ〉 ≥
Cu,dµ̄

2Rd
−KRM

√
d〈ϕ,Hω,Lϕ〉1/2. (4.3.15)Taking ϕ ∈ Rang P(−∞,1](Hω,L), we have that 〈ϕ,Hω,Lϕ〉 < 1 and therefore,

〈ϕ,Hω,Lϕ〉 ≥
(Cu,dµ̄)2

dM243R2d+2K2
:=

Cu,d,µ,M

R2d+2K2
. (4.3.16)We then have

P

(

Hω,L ≥ Cu,d,µ,MR
−(2d+2)K−2

)

≥ 1 − Lde−AµKd
. (4.3.17)Given p > 0, take K =

(

(p+1)d
Aµ

lnL
)1/d. Notie that K > 1 for L big enough depending on

Aµ, p, d. Then
P

(

Hω,L ≥ CR−(2d+2)(lnL)−2/d
)

≥ 1 − Lpd, (4.3.18)where C = Cu,d,µ,M

(

Aµ

(p+1)d

)1/d.The Combes-Thomas estimate [S, Theorem 2.4.1℄ states that for E ∈ J suh that η =
dist(E, σ(Hω,x,L)c ∩ I) > 0, there exist positive onstants c1 and c2 suh that

‖Γx,LRx,L(E)χx,L/3‖ ≤ c1
η
e−c2η1/2 dist(supp Γx,L,Λx,L/3). (4.3.19)Beause of the size of the spetral gap in the spetrum of Hω,L above 0, it is enough to take

E ∈ [0, aL/2], where aL := CR−(2d+2)(lnL)−2/d, so that η = dist(E, aL) ≥ aL/2. In this asethe Combes�Thomas estimate gives
‖Γx,LRx,L(E)χx,L/3‖ ≤ c3R

(2d+2)(lnL)2/de−c4LR−(d+1)(ln L)−1/d
, (4.3.20)where we used the fat that dist(suppΓx,L,ΛL) ≥ L/2 and

c3 =
2c1
Cu,d

, c4 =
c2
√
C

2
√

2
. (4.3.21)This gives the desired deay of the �nite-volume resolvent proving ILSE in the interval [0, E∗),where

E∗ = aL/2 = C ′R−(2d+2)(lnL)−2/d for some C ′ = C ′
u,d,µ,M,Aµ,p > 0. (4.3.22)75



Chapter 4. Delone�Anderson Operators II4.3.2 An expliit formula for the energy E∗In order to obtain the dependene of the energy E∗ on the parameters of the (r,R)-Delone set,we need to know how big the initial length sale L0 has to be in terms of these parameters. Letus reall an expliit �nite-volume riteria given by [GK03, Theorem 2.5℄, adapted to our setting,Theorem 4.3.3. Let Hω be a random operator suh that Assumptions R, IAD, SLI, EDI, IAD,NE, UWE, and USGEE, de�ned in Setions 2.1,2.2, hold in an open interval I. Set
L = max

{

3̺, 42, 3

(

107d

2

)

2
d

,
1

37
(16 · 60dQW )2/d

}

, (4.3.23)where ρ is the IAD parameter and QW is the onstant in the UWE. Suppose that for some
L0 ≥ L, L0 ∈ 6N and E ∈ Σ ∩ I,

P

(

90dγ2
I (37L0)

2d‖ΓL0Rω,L0(E)χL0/3‖ < 1
)

≥ 1 − 2

344d
, (4.3.24)where γI is the onstant in the SLI. Then E ∈ ΣMSA.We work in the interval [0, E∗]. Clearly from the de�nition of the random potential, Hωsatis�es property R and IAD with with ρ < r and therefore properties SLI, EDI and USGEE (asseen in Seton 2.2). By Theorem 4.2.1 , Hω satis�es UWE with a onstant QW proportional to(4.2.19). Realling (4.3.20), aording to (4.3.23) L0 has to satisfy

L0 ≥ 1

37
(16 · 60dQW )2/d = c5R

2, c5 :=
Cu,d

37
(16 · 60d)2/d, (4.3.25)

(37290)dγ2
IL

2d
0 c3R

(2d+2)(logL0)
2/de−c4L0R−(d+1)(ln L0)−1/d

< 1. (4.3.26)Choose
L0 = Ad+2R(d+2)sgn(R−1), (4.3.27)where A ≥ 1 is a onstant to be hosen later.For the moment, assume R ≥ 1. Then, for L0 to satisfy (4.3.25), we need to have Ad+2 ≥ c5.On the other hand, to satisfy (4.3.26), we need to have

c6(AR)2d(d+2)R2d+2((d + 2) logAR)2/d exp

(

− c4A
d+1AR

(d+ 2)1/d(logAR)
1
d

)

< 1, (4.3.28)where c6 = (37290)dγ2
I c3. Sine AR ≥ 1 we always have logAR ≤ (AR)

d
2 , so the ondition issatis�ed if

c7(AR)2d(d+2)+1R2d+2 < ec8Ad+1
√

AR, (4.3.29)where c7 = c6(d+ 2)2/d, c8 = c4/(d+ 2)1/d Sine A ≥ 1, (4.3.29) will hold if
c7(AR)2d2+6d+3 < ec8

√
AR. (4.3.30)76



4.4. Dynamial loalization for a perturbation of the Laplaian with a Delone�Anderson potentialIt is enough to ask for A to satisfy
c7A

2d2+6d+4 < ec4
√

A, (4.3.31)sine the same will hold for any number larger than A, in partiular, for AR. As A ≥ 1 and√
AR ≤ Ad+1

√
AR, then (4.3.29), and therefore (4.3.26), follows.If R < 1, de�ne R̃ = 1

R . Then L0 = (AR̃)d+2 where R̃ > 1 and the same estimates as beforehold for A ≥ 1 big enough uniformly in R̃ satisfying (4.3.31).This proves that we an pik a positive onstant A big enough, uniform in R, dependingon d, γI , u, c1, suh that the onditions for Theorem 2.1.3 hold for E ∈ [0, E∗). Sine L0 =
Ad+2R(d+2)sgn(R−1), from (4.3.22) we have

E∗ =
C ′

R2(d+1) |logAR|2/d
with C ′ = C ′

u,d,µ,M,Aµ,p, A = Au,d,γI ,c1 > 0. (4.3.32)4.4 Dynamial loalization for a perturbation of the Laplaianwith a Delone�Anderson potentialConsider a Delone set D of harateristis r,R, and the operator Hω = H0 + Vω L2(Rd) where
H0 = −∆ + V0 with V0 a bounded potential. The random potential Vω is de�ned by

Vω(x) =
∑

γ∈D

ωγu(x− γ), (4.4.1)satisfying properties (v1) and(v3) (ωγ)γ∈D is a family of i.i.d. random variables, with ommon probability distribution µsuh that
suppµ = [0,M ], for some M ≥ 1, (4.4.2)

µ[0, t] ≤ ctτ , for small t, a positive onstant c and τ > d/2. (4.4.3)Then E0 = inf σ(H0) = inf σ(Hω) a.e. ω ∈ Ω. We have the following result for the operator Hω,Theorem 4.4.1. Let β ∈ (d/(2τ), 1) be �xed. Then, there exist positive onstants c1, c2 and A,depending on d,M, I, u, V0, β, and an energy E∗ given by
E∗ = E0 + c3R

−c4 R4/3sgn(R−1)A−c4 A4/3
, (4.4.4)suh that for every small open interval I ⊂ [E0, E∗), we have I ⊂ ΣMSA. In partiular, Hωexhibits dynamial loalization on [E0, E∗).Let Hω,L and H0,L denote the restrition of Hω and H0 to the ube ΛL(x) with Dirihletboundary onditions. We write

λL(t) = inf σ(Ht,L), where Ht,L = H0,L + tVL, (4.4.5)77



Chapter 4. Delone�Anderson Operators IIwhere VL, we reall, denotes the restrition of the potential V obtained from Vω by setting
ωγ = 1 for all γ ∈ D. We use the unique ontinuation priniple for the operator H0,L, withthe Delone-type perturbation VL. By [RMV12℄ (see Appendix A.1, A.3), we know that thereexists a onstant CUCP > 0 independent on the sale L, suh that for all t ∈ [0, 1], there existsa onstant κ = u−CUCP suh that

λL(t) ≥ λL(0) + κt ≥ E0 + κt, (4.4.6)where u− omes from (4.1.2) and CUCP depends on the parameter R of the Delone set D.Sine V0 is bounded, it satis�es an optimal Wegner estimate at the bottom of the spetrumas proved in [RMV12℄.In order to prove dynamial loalization through Theorem 2.1.3, it remains to show theexistene of an initial length sale estimate (2.1.5). As done previously, we aim to show theexistene of a gap in the spetrum of Hω,L above E0 with good probability, suh that we anapply Combes-Thomas estimate inside the gap and obtain ILSE near E0. We proeed as in[KSS98, Setion 4℄.
P (Vω,L > tV ) = P (ωγ > t, ∀γ ∈ Λx,L ∩D2) = 1 − P (∃ at least one γ ∈ Λx,L ∩D2 : ωγ ≤ t)(4.4.7)

≥ 1 − |Λx,L ∩D2|µ[0, t] (4.4.8)
≥ 1 − Cr2,dL

dctτ , (4.4.9)where we used the fat |Λx,L ∩D2| ≤ Cr2,dL
d uniformly in x ∈ R

d. Now pik
t =

1

κL2β
for some β ∈ (0, 1). (4.4.10)Note that for L big enough depending on u,CUCP , β, we have t ≤ 1. Then

P (ωγ > t, ∀γ ∈ ΛL) ≥ 1 − Cr2,dc

κτL2βτ−d
. (4.4.11)Sine τ > d/2, we an pik β suh that d

2τ < β < 1 and therefore 2βτ − d > 0. This implies
P (Vω,L > tV ) ≥ 1 − c

κτLξ
, (4.4.12)where ξ = 2βτ − d. We denote this event by Ω0. For any ω ∈ Ω0, sine Vω ≥ 0, we have

Hω,L = H0,L + Vω,L > H0,L + tVL, that is, inf σ(Hω,L) ≥ λL(t). In partiular, by the hoie of t,
inf σ(Hω,L) ≥ E0 +

1

L2β
. (4.4.13)We have shown that with a probability given by (4.4.12), there is a gap of size 1/L2β above

E0 in the spetrum of Hω,L.Now, onsider the interval [E0, E0 + aL/2], where
aL :=

1

L2β
. (4.4.14)78



4.4. Dynamial loalization for a perturbation of the Laplaian with a Delone�Anderson potentialBy the Combes-Thomas estimate (4.3.19), there exists onstants c1 and c2 suh that for any
E ∈ [E0, E0 + aL/2]

‖Γx,LRx,L(E)χx,L/3‖ ≤ c1L
2βe−c2L1−β

. (4.4.15)For L big enough depending on c1, c2, β we obtain ILSE at the bottom of the spetrum.Analogously to the previous setion, one an estimate how big the initial length sale L needsto be in terms of the parameter of the model in order to start the MSA, using Theorem 4.3.3.Consider the uniform Wegner estimate given by [RMV12, Theorem 4.11℄ for Hω,L restritedto the box ΛL(x) with Dirihlet boundary onditions (the Wegner estimate given by Theorem4.2.1-(a) an be analyzed in an analogous way). The quantitative unique ontinuation priniple(see Appendix A.1, A.3) implies the following positivity estimate: for any open interval I ⊂
[E0, E0 + κ/2], where κ = u−CUCP ,

P0,L(I)V P0,L(I) ≥ 1

2
κP0,L(I). (4.4.16)This enters in the onstant QW of the Wegner estimate as

QW =
C

κ2
, (4.4.17)for some onstant C depending on d,M, I (see (3.2.3), (3.2.24) in the proof of Theorem 3.2.1-(a),or the proof of [CHK07, Theorem 4.1℄). From Appendix A.1, we see that the onstant CUCPdepends on the parameter R and, in onsequene,

QW = C ′Rζ R4/3
, (4.4.18)for some positive onstants C ′ depending on d,M, u, I, and ζ on V0, I, d.Now, aording to Theorem 4.3.3 and ondition (4.4.10), the initial length sale estimate L0must satisfy

L0 ≥ (α1QW )2/d = (α2R
ζR4/3

)2/d, andL0 ≥ (u−R
ζ R4/3

)1/(2β), (4.4.19)where α1, α2 depend on d,M, u, I.Take
L0 = α3R

2
(d/2+2β)

ζ R4/3sgn(R−1)
A

2
(d/2+2β)

ζ A4/3

, (4.4.20)for some onstant A > 0 to be �xed. Let us write α5 = 2
(d/2+2β)ζ. Without loss of generality,onsider the ase R ≥ 1. moreover, from (4.3.24) and (4.4.15), L0 has to satisfy

α6L
2d+2β
0 < ec2L1−β

0 , (4.4.21)where α6 = c1(37
290)dγ2

I . Take A big enough, depending on d, β, d,M, u, I, suh that
α6A

(2d+2β)α5A4/3
< exp

(

c2A
c2eα5(1−β)A4/3

)

. (4.4.22)Sine this inequality also holds for any number greater than A, in partiular for AR, we get(4.4.21). 79



Chapter 4. Delone�Anderson Operators IITherefore, there exist positive onstants c3, c4 and A, depending on d,M, I, u, V0, β, and anenergy E∗ given by
E∗ = E0 + c3R

−c4 R4/3sgn(R−1)A−c4 A4/3
, (4.4.23)suh that in any small open interval I ⊂ [E0, E∗), we an verify the hypotheses of Theorem 2.1.3,and therefore I ⊂ ΣMSA.4.5 Dynamial loalization for a Delone-Bernoulli modelConsider a (r,R)-Delone set D and its assoiated Delone�Anderson operator Hω = −∆+V0+Vωon L2(Rd). The bakground potential V0 is bounded and Vω is a Delone-Bernoulli potential,de�ned by (4.4.1), satisfying properties (v1) (4.1.2) and(v4) (ωγ)γ∈D is a family of i.i.d. Bernoulli random variables, with ommon probability distri-bution µ suh that

suppµ = {0, 1}, (4.5.1)
P(ω0 = 0) = β, P(ω0 = 1) = 1 − β, for some β ∈ (0, 1). (4.5.2)We denote by E0 = inf σ(H0) = inf σ(Hω) for a.e. ω ∈ Ω.Theorem 4.5.1.i. In dimension d ≥ 2, Hω exhibits dynamial loalization at the bottom of the spetrum.ii. In dimension d = 1, there exists a positive onstant C depending on u, V0 and I suh thatif

β < e−C R, (4.5.3)then Hω exhibits dynamial loalization in some interval I, at the bottom of the spetrum.We an no longer use Theorem 2.1.3 as before sine it does not hold for Bernoulli measures,but instead we use results from [GK11℄ and proeed as done in [G08℄ for the ase V0 = 0. Weneed to prove that we an �nd a gap in the spetrum of Hω,L above E0 with good probabilitysuh that we an apply Combes-Thomas estimate and obtain ILSE near E0.Take K ∈ N and deompose the ube ΛL(x) in ( L
K

)d smaller ubes of sidelength K, denotedby ΛK(j), where j ∈ JL for some index set JL. The probability of �nding at least one point
ωγ ∈ D2 in eah ube ΛK−2δu(j) suh that ωγ = 1 is given by

P (∀j ∈ J ,∃γ ∈ ΛK−δu(j) ∩D2 : ωγ = 1) ≥ 1 −
(

L

K

)d

βCR2,d(K−2δu)d
, (4.5.4)where we used the fat |ΛK−2δu(j) ∩D2| ≥ CR2,dK

d uniformly with respet to the enter j. Takeone of these points in eah ube ΛK−2δu(j) ∩D2, denote it by γj and de�ne the potential VL as
VL(x) =

∑

j∈JL

u(x− γj), (4.5.5)80



4.5. Dynamial loalization for a Delone-Bernoulli modelso V has exatly one single-site potential in eah ube ΛK(j) whose support is at a safety distanefrom the boundary of ΛK(j), and an be seen as a Delone potential de�ned on a (2δu,K)-Deloneset. We have
P (Vω ≥ V ) ≥ 1 −

(

L

K

)d

βCR2,d(K−2δu)d
. (4.5.6)4.5.1 The ase d ≥ 2.As in the previous setion, onsider λL(t) = inf σ(Ht,L) := inf σ(H0,L + tVL). With a probabilitygiven by (4.5.6) we have inf σ(Hω,L) ≥ λL(1). In turn Theorem ?? applied to the Delone potential

VL of (largest) parameter K yields (see (4.4.6))
inf σ(Hω,L) ≥ E0 + κ(K), (4.5.7)where κ(K) = u−CsfUC,d(K), and the onstant CsfUC,d is de�ned in Appendix A.1. FromTheorem ?? we know that CsfUC,d(K) ≈ K−K4/3 .We have proved that

P (inf σ(Hω,L) ≥ E0 + κ(K)) ≥ 1 −
(

L

K

)d

βCR2,d(K−2δu)d
. (4.5.8)Taking K = (log 2L + 2δu)1/d+ǫ, for some ǫ > 0, we see that for L larger than some L =

L(d, δu, β,R2, ξ) the probability in the r.h.s. is ≥ 1 − L−ξ for some ξ > 0 and, moreover, thereexists a onstant C > 0 suh that K ≤ K̃ = (logCL)
1
d
+ǫ. This yields a gap above E0 in thespetrum of Hω,L of size κ(K̃), namely,

κ(K̃) = (logCL)−( 1
d
+ǫ)(log CL)

4
3( 1

d
+ǫ)
. (4.5.9)As done in the previous setion, we apply the Combes-Thomas estimate in the interval [E0, E0 +

κ(K̃)/2). There exist onstants c1 and c2 suh that, for any x, y ∈ R
d with ‖x− y‖ > L,

‖χyRω,L0(E)χx‖ < 2c1(logCL)(
1
d
+ǫ)(log 2L)4/3

exp

(

− c2√
2
(logCL)−( 1

2d
+ ǫ

2)(log CL)
4
3( 1

d
+ǫ)
L

)

.(4.5.10)In order to obtain a deay of the resolvent, it is enough to have 4
3d < 1, that is, d ≥ 2, and

ǫ > 0 small enough suh that 4
3d + 4ǫ

3 < 1. With this we an start the MSA from [GK11, BoK05℄.4.5.2 The ase d = 1.In dimension d = 1 we an use a unique ontinuation priniple obtained in [KV02a℄, where itsquantitative form is expliitly desribed in Appendix A.2. This gives the analog of (4.5.9),
κ(K) = u−CUCP (K) = u− · δu

K
e−2Cδu,V0,EK , (4.5.11)where the onstant Cδu,V0,E is de�ned in A.2. 81



Chapter 4. Delone�Anderson Operators IITake K = 1
N logL, for some positive onstant N to be hosen later. Then, the analog of(4.5.8) is

P (inf σ(Hω,L) ≥ E0 + κ(K)) ≥ 1 − c3
logL

· L1−c4, (4.5.12)where
c3 := Nβ−2CR2

δu , c4 :=
1

N
CR2 |log β| (4.5.13)Here, CR2 = 1

R2
, so in order to have c4 > 1, we need the following ondition on the disorderparameter β:

β < e−NR2 (4.5.14)in whih ase, the r.h.s. in (4.5.12) gives the probability we need to start the MSA from [GK11℄.Now, we need to make sure that inside the spetral gap, Combes-Thomas estimate gives thedesired deay of the resolvent. With our hoie of K, the size of the spetral gap above E0 for
Hω,L is

CUCP (L) =
Nδu
logL

e−
2Cδu,V0,E

N
log L =

Nδu
logL

L−2Cδu,V0,E/N (4.5.15)Consider the energy interval [E0, E0 + 1
2CUCP (L)]. By Combes-Thomas estimate, there existonstants c1 and c2 suh that

‖χyRω,L(E)χx‖ ≤ c1 logL

Nδu
L2Cδu,V0,E exp



−c2
√
NS

L
√

logLL
Cδu,V0,E

N



 . (4.5.16)To obtain the desired deay, we need
1 − Cδu,V0,E

N
> 0. (4.5.17)Take N = 2Cδu,V0,E. Then (4.3.20) deays as L · e−L1/4 .With this hoie of N , the assumption (4.5.14) on the disorder parameter β beomes

β < e−2Cδu,V0,ER2 . (4.5.18)

82



Chapter 5Integrated Density of States forDelone�Anderson operators
Contents5.1 Randomly oloured point sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 835.2 Existene of the IDS for the Delone�Anderson model . . . . . . . . 885.3 Lifshitz Tails . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 985.3.1 Neumann�Dirihlet braketing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 995.3.2 Proof of Theorem 5.3.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1005.4 Example of a Delone operator with no IDS . . . . . . . . . . . . . . . 1045.1 Randomly oloured point setsIn this hapter, we prove the existene of the Integrated Density of States (IDS) for the Delone�Anderson operators introdued in Chapters 3 and 4, and its relation with their spetral properties.Our results are obtained in the framework of randomly oloured point sets, using an ergoditheorem obtained in [MR12℄ and under some geometri assumptions on the underlying Deloneset. In the ase where the bakground Hamiltonian is the free Laplaian, we show that the IDSexhibits a Lifshitz tails behavior at the bottom of the spetrum. To illustrate the importane ofthe geometri properties required by D we onlude with an example of a Delone operator withno IDS. Part of these results are ontained in the artile �Dynamial loalization for Delone�Anderson operators� [GMRM℄, in preparation.For the onveniene of the reader, we reall the framework of dynamial systems for randomlyoloured point sets and state the version of the ergodi theorem from [MR12℄ that we need inour setting. We �rst reall the de�nition of a Delone set.De�nition 5.1.1. A subset D of R

d is alled an (r,R)-Delone set if it is
• uniformly disrete: there exists a real r > 0 suh that for any ube Λr, ♯(D ∩Λr) ≤ 1, and
• relatively dense: there exists a real R ≥ r > 0 suh that for any ube ΛR, ♯(D ∩ ΛR) ≥ 1,83



Chapter 5. The IDS for Delone�Anderson operatorswhere ♯ stands for ardinality.Consider the base spae M = R
d and the Abelian group T = R

d ating on M through thetranslation α,
α : T ×M →M, α(x, γ) = x+ γ (5.1.1)The ation is ontinuous if and only if the map α(x,m) = (x+m) is ontinuous with respet tothe produt topology on T ×M and it is said to be proper if the appliation α(·,m) : T → Mis proper, that is, pre-images of ompat sets are ompat. We say that a group ation α istransitive if for every m,m′ ∈ M , there exists x ∈ T suh that m+ x = m′ and it is free if forany x ∈ T and m ∈M the property x+m = m implies x = e, where e is the neutral element inthe group T . With the hoie of M = T = R

d, as loally ompat, seond ountable topologialspaes, α as de�ned above is learly transitive, free and proper, and the Eulidian metri distgenerating the topology in R
d is T -invariant and proper. Therefore, this hoie of base spae

M , topologial group T and ation α satis�es all the requirements in [MR12, Setion 2℄ (seeAssumption 2.1 and Example 2.5 therein).Note that the Lebesgue measure is inversion invariant with respet to the group T , that is,for any measurable funtion we have
∫

T
f(−x)dx =

∫

T
f(x)dx, and in partiular, |−S| = |S| for S ⊂ T, (5.1.2)where −S = {x ∈ T : ∃s ∈ S s.t. x+ s = 0}. In this ontext, T is alled unimodular, whih isneeded to apply [MR12, Theorem 3.11℄.We denote the olletion of all subsets of R

d whih are uniformly disrete of parameter r by
Pr(R

d).De�nition 5.1.2. We de�ne the vague topology on Pr(R
d) as the weakest topology suh thatthe funtion fϕ : Pr(R

d) → R de�ned by fϕ(P ) =
∑

p∈P

ϕ(P ) is ontinuous for every ϕ in Cc(R
d).This topology an be seen as generated by the metri given by

d(P,P ′) := min

{

1

2
, inf
ǫ>0

{

P ∩B 1
ǫ
(m) ⊂ (P ′)ǫ and P ′ ∩B 1

ǫ
(m) ⊂ (P )ǫ

}

}

, (5.1.3)for some �xed m ∈ R
d, where Ba(x) is the ball of radius a around x ∈ R

d. In the r.h.s. of(5.1.3) we use the notation (A)ǫ := {m′ ∈ R
d : dist(m′, A) ≤ ǫ} for the thikened version of aset A ⊂ R

d.The set Pr(R
d) is a ompat spae with respet to the vague topology (see [MR12, Proposition2.6℄)De�nition 5.1.3. For D ⊂ R

d a Delone set, we de�ne its losed R
d�orbit as

XD := {x+D : x ∈ Rd} ⊂ Pr(R
d), (5.1.4)where x + D := {x + γ : γ ∈ D} and the losure is taken with respet to the vague topology.In partiular, the orbit XD is ompat with respet to this topology. We denote an arbitraryelement of XD by P .84



5.1. Randomly oloured point setsThe indued translation ation αXD
on XD,

αXD
:T ×XD → XD (5.1.5)
α(x, P ) = x+ P for P ∈ XD, (5.1.6)is ontinuous. The triple onsisting of XD, the group R

d and the ation αXD
onstitutes aompat dynamial system.Now, onsider a Borel-measurable subset A ⊂ R as olour spae . For a relatively disretepoint set P ∈ Pr(R

d), we introdue the produt spae
ΩP :=

⊗

p∈P

A, (5.1.7)of its possible olour realizations ω = (ωp)p∈P , where ωp ∈ A for all p ∈ P . De�ne the randomlyoloured point set Pω with olour realization ω ∈ ΩP as
Pω := {(p, ωp) : p ∈ P,ω ∈ ΩP}, (5.1.8)belonging to the oloured orbit

X̂D := {Pω : P ∈ XD, ω ∈ ΩP} = {x+Dω : x ∈ Rd}, (5.1.9)of a Delone set D ∈ Pr(R
d). The sets equality in the r.h.s. is proved in [MR12, Lemma 3.6℄.The produt spae R̂

d := R
d × A equipped with the produt topology is a base spae for X̂D.The indued ontinuous translation α̂ : T × R̂

d → R̂
d ats on X̂D as x+Pω = (x+P )τx(ω) where

τx(ω) is de�ned by
τx :

ΩP → Ωx+P

(ωp)p∈P 7→ (ωp)x+p∈x+P
. (5.1.10)This means that the olour ωp is translated along with p. Furthermore, the losure in the r.h.s.of (5.1.9) is taken with respet to the vague topology on the spae of relatively disrete olouredpoint sets Cr(R

d) := {Pω : P ∈ Pr(R
d), ω ∈ ΩP}. This is the oarsest topology suh that forevery funtion ϕ ∈ Cc(R̂

d) the map Cr(R
d) ∋ Pω 7→∑

p∈P ϕ(p, ωp) is ontinuous.The above de�ned translation of a oloured point set is a ontinuous map on Cr(R
d) [MR12,Lemma 3.6℄, and the oloured orbit X̂D is ompat in the vague topology for every (r,R)-Deloneset D ⊂ R

d [MR12, Prop. 3.5℄. We note that the triple onsisting of X̂D, the group R
d andits ontinuous translation ation on X̂D is a ompat topologial dynamial system. Given anypoint set P , let A be the Borel σ-algebra on A and let P be the Borel probability measure on

(A,A). We onsider the produt measure
PP :=

⊗

p∈P

P (5.1.11)ating on (ΩP ,AP ), where AP is the produt Borel σ-algebra on ΩP . It follows from [MR12,Lemma 3.9 (i)℄ that the family (PP )P∈XD
satis�es the properties:i. R

d- ovariane: Px+P = PP ⊗ τ−1
x for all x ∈ R

d and all P ∈ XD.ii. Independene at a distane: There exists a length ρ > 0 suh that for every P ∈ XD andevery B1, B2 ⊂ M with dist(B1, B2) > ρ the loal σ-algebras AP |B1 ,AP |B2 are indepen-dent. 85



Chapter 5. The IDS for Delone�Anderson operatorsiii. Compatibility : For every ontinuous funtion f on X̂P the olour average Ef : XD → R,
Ef (P ) :=

∫

ΩP

f(Pω)dPP (ω) (5.1.12)is a measurable ontinuous funtion on XD.An inreasing sequene of non-empty ompat subsets (ΛL)L∈N of R
d suh that ∪LΛL = R

dis alled a Følner sequene if, for every ompat K ⊂ R
d we have

lim
L→∞

∣

∣δKΛL

∣

∣

|ΛL|
= 0 (5.1.13)where δK is the symmetri di�erene of ΛL,

δK := (K + Λ) \ Λ ∪ (K + Λ)c \ Λc, with Ac = R
d \A, (5.1.14)and K + ΛL = {k + x : k ∈ K and x ∈ ΛL}. Moreover, it is alled tempered if there exists aonstant C ≥ 1 suh that for all L ∈ N we have

∣

∣

∣

∣

∣

L−1
⋂

k=1

ΛL − Λk

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C |ΛL| . (5.1.15)In the following we onsider a sequene of onentri ubes Λz,L of sidelength L entered in
z ∈ R

d, that exhausts R
d when L tends to in�nity. This sequene, used to de�ne the �nite-volume versions of Hamiltonians in the previous hapters, is a tempered Følner sequene. For

z = 0, we simply write ΛL.Remark 5.1.4. In the literature of Delone dynamial systems, de�nitions are often expressed interms of van Hove sequenes, whih is a slightly more restritive notion. With our hoie ofthe base spae and the topologial group ating on it, the sequene of ubes (ΛL)L∈N is both atempered Følner and a tempered van Hove sequene.Before we state the version of the ergodi theorem [MR12, Thm. 3.11℄ that we need in oursetting, we remark that on every ompat topologial dynamial system there exists an ergodiBorel probability measure, f. [Wal82, Setion 6.2℄. If this measure is unique, then the dynamialsystem is alled uniquely ergodi.Theorem 5.1.5. Let D ⊂ R
d be a Delone set and let µ be an ergodi Borel probability measureon XD. Then there exists an ergodi probability measure µ̂ on X̂D, whih is uniquely determinedby µ, suh that the following holds.(i) For every f ∈ L1(X̂D, µ̂) we have

∫

X̂D

f(Pω) dµ̂(Pω) =

∫

XD

(
∫

ΩP

f(Pω) dPP (ω)

)

dµ(P ). (5.1.16)(ii) For every f ∈ L1(X̂D, µ̂) the limit
lim

L→∞
1

Ld

∫

ΛL

f(x+ P̃ ω̃) dx =

∫

X̂D

f(Pω) dµ̂(Pω) (5.1.17)exists for µ̂-a.e. P̃ ω̃ ∈ X̂D. Moreover, if XD is even uniquely ergodi and if f is ontinuous,then the limit (5.1.17) exists for every P̃ ∈ XD and for PP̃ -a.a. ω̃ ∈ ΩP̃ .86



5.1. Randomly oloured point setsThe ergodi theorem will be most useful in the uniquely ergodi situation and for ontinuous
f . In this ase the limit in (5.1.17) exists for P̃ = D, the Delone set we started with, and for
PD-a.e. ω̃ ∈ ΩD.The relation between the geometri properties ofD and the ergodi properties ofXD has beenwidely studied in the literature (see [MR12, Setion 2.3℄, [LP03℄). To understand the onditionsa Delone set has to satisfy in order to obtain the optimal result from Theorem 5.1.5, we reallsome relevant notions from the theory of Delone dynamial systems (DDS):De�nition 5.1.6. i) Given a Delone set D ∈ Pr(R

d), any �nite subset Q ⊂ D is alled apattern of D, the ompat subset A ⊂ R
d suh that Q = A ∩D is alled the support of

Q, and Q is also alled an A-pattern. Two sets A,A′ ⊂ R
d (resp. two patterns Q,Q′) arealled equivalent if there exists x ∈ R

d suh that x+A = A′ (resp. x+Q = Q′).ii) We say D is of �nite loal omplexity if for every ompat set A ⊂ R
d, there exists a �niteolletion of patterns, denoted by F , suh that every pattern of D with support equivalentto A, is equivalent to some pattern in F . That is, for any given ompat set A ⊂ R

d, thereare �nitely many A-patterns in D.iii) A Delone setD of �nite loal omplexity is alled linearly repetitive if there exists a onstant
C suh that for all R > 0, the ball of radius CR in D, BCR ∩D, ontains every possible
BR-pattern.iv) Let (ΛL)L∈N be a sequene of onentri ubes of sidelength L in R

d. We de�ne the patternfrequeny of Q in D as the following limit, if it exists,
η(Q) := lim

L→∞
♯{Q̃ ⊂ D : ∃x ∈ (−ΛL) s.t. x+Q = Q̃}

|ΛL|
, (5.1.18)that is, the number of equivalent patterns of Q in D per volume onverges (it is known thatis quantity is always bounded, so the question is to know whether the equality lim inf =

lim sup holds [MR12, Lemma 2.25℄).v) We say that D has uniform pattern frequeny if for any pattern Q ⊂ D the sequene
ηx,L(Q)

|ΛL|
:=

♯{Q̃ ⊂ D : ∃y ∈ (x+ ΛL) s.t. y + Q̃ = Q}
|ΛL|

(5.1.19)onverges uniformly with respet to x ∈ T , when L goes to in�nity. Moreover, we say that
D has a strit uniform pattern frequeny if this limit is stritly positive.If D is of �nite loal omplexity and has uniform pattern frequenies, then XD is uniquelyergodi [MR12, Proposition 2.32℄, so we have the following orollaryCorollary 5.1.7. Let D be a Delone set of �nite loal omplexity and with the property of uniformpatter frequenies. If the funtion f in Theorem 5.1.5 is ontinuous, the limit in (5.1.17) existsfor every P ∈ XD and for a.e. ω ∈ ΩP .Remark 5.1.8. In partiular, with our hoie of M = T = R

d and α, if D is linearly repetitive,then it has strit uniform pattern frequenies [LP03, Theorem 6.1℄, and the previous Corollaryholds . 87



Chapter 5. The IDS for Delone�Anderson operators5.2 Existene of the IDS for the Delone�Anderson modelGiven a oloured Delone set Cr(R
d), onsider the Hamiltonian
HDω = H0 + VDω on L2(Rd), (5.2.1)The bakground operator is either H0 = −∆ or, if d = 2, we also allow for the Landau Hamilto-nian with onstant magneti �eld B > 0 de�ned by

H0 = (−i∇− A)2 with A =
B

2
(x2,−x1). (5.2.2)The random potential VDω is de�ned by

VDω =
∑

γ∈D

ωγu(x− γ), (5.2.3)where (ωγ)γ∈D are independent identially distributed random variables of ommon probabilitydistribution ρ with suppρ = [0,M ], for some �xed M > 0. The single-site potential satis�esproperty (v1) (4.1.2). Then, HDω an be seen as a funtion of a randomly oloured Delone set
Dω ∈ X̂D with olour spae A = [0,M ], in the ontext of Setion 5.1.We write PE(HDω) := χ(−∞,E](HDω) for the spetral projetion assoiated to HDω in the in-terval (−∞, E] ⊂ R, where E ∈ R. Sine HDω is lower semi�bounded, PE(HDω) = χ[E0,E](HDω)where E0 = inf σ(HDω) ≥ 0. More generally, onsider a ontinuous and ompatly supportedfuntion F ∈ Cc(R). For our hoies of H0 and the salar random potential VDω , the operator
F (HDω)χΛz,L

is trae lass for every z ∈ R
d and L > 0, where χΛz,L

stands for the harateristifuntion of the ube Λz,L. Moreover, it follows from [BrLM04, Thm. 1.14(i)℄ that this operatorhas a bounded ontinuous integral kernel f(HDω) ∈ C(Rd ×R
d)∩L∞(Rd ×R

d) for almost every
ω ∈ Ω . Its trae is given by

tr
(

F (HDω)χΛz,L

)

=

∫

Λz,L

f(HDω)(x, x) dx, (5.2.4)whih follows e.g. from [BrLM04, Cor. 1.16 and 1.18℄.We say that a Delone set D ⊂ R
d is uniquely ergodi, if the assoiated dynamial system XDhas this property.Theorem 5.2.1. Fix F ∈ Cc(R) and onsider a uniquely ergodi Delone set D ⊂ R

d. Thenthere exists a measurable subset Ω̃D ⊆ ΩD (depending on F ) of full probability, PD(Ω̃D) = 1,suh that for every ω̃ ∈ Ω̃D and every z ∈ R
d the limit

lim
L→∞

1

Ld
tr
(

F (HDω̃)χΛz,L

)

=

∫

X̂D

f(HP ω)(0, 0) dµ̂(Pω)

=

∫

XD

(∫

ΩP

f(HP ω)(0, 0) dPP (ω)

)

dµ(P ) (5.2.5)exists and is independent of ω̃ ∈ Ω̃D and z ∈ R
d. Here, µ is the unique ergodi measure on theompat unoloured orbit XD and µ̂ is given by Theorem 5.1.5.88



5.2. Existene of the IDS for the Delone�Anderson modelProof. Let {Ua} be the family of unitary operators on L2(Rd) assoiated to translations by
a ∈ R

d, that is, Uaψ := ψ(· − a) for every ψ ∈ L2(Rd). (In the ase A 6= 0 we use magnetitranslations.) Realling the shifts on the probability spae (5.1.10), we �nd
UaHDωU∗

a = H(a+D)τa(ω) = Ha+Dω , (5.2.6)and thus F (Ha+Dω) = UaF (HDω)U∗
a . In turn, this implies

f(Ha+Dω) = f(HDω)(· − a, · − a) (5.2.7)for the integral kernels, and in partiular f(HDω)(x, x) = f(H−x+Dω)(0, 0) for every x ∈ R
d.Now we de�ne the map X̂D ∋ Pω 7→ Φ(Pω) := f(HP ω)(0, 0). We onlude from (5.2.4) that

tr
(

F (HDω)χΛz,L

)

=

∫

Λ−z,L

Φ(x+Dω) dx. (5.2.8)By Lemma 5.2.2, below, the map Φ is ontinuous. The laim for �xed z ∈ R
d now follows fromTheorem 5.1.5.(ii). To omplete the proof we note that the hoie of z ∈ R

d does not a�etthe onvergene beause the funtion R
d ∋ x 7→ Φ(x + Dω) is bounded and beause for every

z, z′ ∈ R
d the Lebesgue volume of the symmetri di�erene Λz,L △Λz′,L behaves like O(Ld−1) as

L→ ∞.Lemma 5.2.2. Let f(HP ω)(x, y) be the ontinuous bounded integral kernel assoiated to theoperator F (HP ω), for F ∈ Cc(R
d). The map Φ(Pω) : X̂D → R de�ned by Φ(Pω) := f(HP ω)(0, 0),is ontinuous on X̂D.Proof. As F satis�es the ondition [BrLM04, Eq. 1.20℄ for some onstants γ, τ ∈]0,∞[ dependingon ‖F‖∞ and suppF , we have that the kernel f(HP ω)(0, 0), for a �xed Pω is given by the formula

f(HP ω)(0, 0) = 〈kHPω

t (·, 0), e2tHPω F (HP ω)kHPω

t (·, 0)〉, (5.2.9)for an arbitrary t ∈]0, τ/2[, where
kHPω

t (·, 0) :=
e−|x|2/2t

(2πt)d/2

∫

µ0,t
x,0(db)e

−St(A,VPω ;b). (5.2.10)Here St is the Eulidian ation funtional de�ned in Appendix A.4, together with a reall of theframework of [BrLM04℄.Take an arbitrary element Qω̃ ∈ X̂D, and a sequene {Pω
n := (Pn)ωn}n∈N

⊂ X̂D that on-verges to Qω̃ in the produt topology of X̂D. Write
Hn = H0 + VP ω

n
, H = H0 + VQω̃ . (5.2.11)Now, sine VP ω

n satis�es the required properties in [BrLM04℄, uniformly on n and kH
t (·, 0) ∈L∞

G (Rd) ⊂ L2
G(Rd) (see [BrLM04, Eq. 1.7℄), then (see [BrLM04, Theorem 1.10℄),

kH
t (·, 0) ∈ D(e2tHn) ∀n, (5.2.12)89



Chapter 5. The IDS for Delone�Anderson operatorswe then have, using the Cauhy-Shwartz inequality,
|f(Hn)(0, 0) − f(H)(0, 0)| ≤

∣

∣

∣〈kHn
t (·, 0), e2tHnF (Hn)

(

kHn
t (·, 0) − kH

t (·, 0)
)

〉
∣

∣

∣

+
∣

∣

∣〈kHn
t (·, 0),

(

e2tHnF (Hn) − e2tHF (H)
)

kHn
t (·, 0)〉

∣

∣

∣

≤ ‖kHn
t (·, 0)‖2 ‖e2tHnF (Hn)‖ ‖kHn

t (·, 0) − kH
t (·, 0)‖2

+ ‖kHn
t (·, 0)‖2 ‖

(

e2tHnF (Hn) − e2tHF (H)
)

kHn
t (·, 0)‖2 (5.2.13)In order to show the r.h.s. tends to 0 as n tends to in�nity, note thati. From (5.2.10) we see that if v−(Pω) := inf

x∈Rd
VP ω(x), then we have the bound

∣

∣

∣kHn
t (x, 0)

∣

∣

∣ ≤ e−|x|2/2t

(2πt)d/2
et|v−(P ω)|. (5.2.14)In our ase, v−(Pω

n) = 0 uniformly in n, and therefore ‖kHn
t (·, 0)‖2 <∞, for all n ∈ N.ii. The operator e2tHnF (Hn) is bounded for all n ∈ N, sine F has ompat support.iii. The fat that ‖ (e2tHnF (Hn) − e2tHF (H)

)

kHn
t (·, 0)‖2 → 0 as n goes to in�nity omes fromthe onvergene of these operators in the strong resolvent sense.It remains to show that e2tHnF (Hn) → e2tHF (H) in the strong resolvent sense and that

‖kHn
t (·, 0) − kH

t (·, 0)‖2 tends to zero as n→ ∞.Strong Resolvent Convergene of e2tHnF (Hn).Sine e2txF (x) is a bounded and ontinuous funtion on R, by [RSI, Theorem VIII.20℄ it isenough to prove that Hn onverges to H in the strong resolvent sense, that is,
lim

n→∞
‖ (RHn(z) −RH(z))ϕ‖ = 0, ∀ϕ ∈ L2(Rd), Imz 6= 0, (5.2.15)By [RSI, Theorem VIII.19℄, it is su�ient to prove this for a �xed z ∈ C with Imz 6= 0 andfor ϕ ∈ C∞

c (Rd), sine C∞
c (Rd) is dense in L2(Rd), and notiing that all operators RHn(z) arebounded by 1/ |Imz|.Consider a funtion ϕ ∈ C∞

c (Rd), then there exists n0 ∈ N suh that suppϕ ⊂ Bn0 and
χBn0

ϕ = ϕ, where χBn0
is the harateristi funtion of the ball Bn0 ⊂ R

d (sine these resultsare uniform with respet to the enter of the ball, we omit it from the notation). Take thesequene Pω
n approximating Qω̃, suh thatdistX̂D

(Pω
n, Q

ω̃) <
1

n
, ∀n ≥ n0. (5.2.16)90



5.2. Existene of the IDS for the Delone�Anderson modelWe then have, taking m = n+ n0, for some n ∈ N,
‖ (RHm(z) −RH(z))ϕ‖ ≤ 1

|Imz|‖ (VQω̃ − VP ω
m

)

RH(z)ϕ‖ (5.2.17)
=

1

|Imz|‖ (VQω̃ − VP ω
m

) (

χBm + χBc
m

)

RH(z)Bn0ϕ‖ (5.2.18)
≤ 1

|Imz|2 ‖ (VQω̃ − VP ω
m

)

χBm‖∞+ (5.2.19)
1

|Imz|‖ (VQω̃ − VP ω
m

)

χBc
m
RH(z)Bn0ϕ‖. (5.2.20)To estimate the �rst term in (5.2.20), notie that (5.2.16) with distX̂D

= max{distXD
,distA}implies distXD

(Pω
m, Q

ω̃) <
1

m
and distA(ωm, ω̃) <

1

m
, (5.2.21)where A = [0,M ] is the olour spae, and max{‖ωm‖∞, ‖ω‖∞} ≤M . Therefore,

‖
(

VQω̃ − VP ω
m

)

χBm‖∞ = ‖
∑

γ∈Q∩Bm

ω̃γu(x− γ) −
∑

j∈Pm∩Bm

ωm,ju(x− j)‖∞ (5.2.22)
≤ ‖

∑

γ∈Q∩Bm

(ω̃γ − ωm,j)u(x− γ)‖∞+ (5.2.23)
‖

∑

γ∈P∩Bm

ωm,j(u(x− γ) − u(x− j))‖∞ (5.2.24)
≤ 1

m
+M sup

j∈(Q)1/m∩Bm

γ∈(Pm)1/m∩Bm

|u(x− γ) − u(x− j)| , (5.2.25)where we used the de�nition of distXD
and that ‖

∑

γ

u(· − γ)‖∞ ≤ 1. If we assume that u isontinuous in some neighborhood of the origin, the seond term in the r.h.s. of (5.2.32) willdeay as C/m.As for the seond term in the r.h.s of (5.2.20), the Combes-Thomas estimate yields
1

|Imz| ‖ (VQω̃ − VP ω
m

)

χBc
m
RH(z)Bn0ϕ‖ ≤ 2M

|Imz| |z|e−c2
√

|Imz|n. (5.2.26)Replaing (5.2.32) and (5.2.26) in (5.2.20) and taking n (and therefore m)→ ∞, and reallingthat this an be done for every n0, we obtain
lim

n→∞
‖ (RHn(z) −RH(z))ϕ‖ = 0, ∀ϕ ∈ C∞

c (Rd), Imz 6= 0. (5.2.27)
L2-onvergene of kHn

t (·, 0).
‖kHn

t (·, 0) − kH
t (·, 0)‖2 =

∫

Rd

∣

∣

∣kHn
t (x, 0) − kH

t (x, 0)
∣

∣

∣

2
dx (5.2.28)91



Chapter 5. The IDS for Delone�Anderson operatorsUsing the expression (5.2.10) we have
∣

∣

∣kHn
t (x, 0) − kH

t (x, 0)
∣

∣

∣ ≤ e−|x|2/(2t)

(2πt)d/2

∫

µ0,t
x,0(db)

∣

∣

∣e−St(A,VPω
n

;b) − e−St(A,V
Qω̃ ;b)

∣

∣

∣

≤ e−|x|2/(2t)

(2πt)d/2

∫

µ0,t
x,0(db)

∣

∣

∣
e−St(0,VPω

n
;b) − e−St(0,V

Qω̃ ;b)
∣

∣

∣
. (5.2.29)Now we use the inequality |ez − ez

′ | ≤ |z − z′| emax{z,z′} for all z, z′ ∈ R plus the fat that
max{‖VP ω

n
‖∞, ‖VQω̃‖∞} ≤M , and obtain,

∫

µ0,t
x,0(db)

∣

∣

∣
e−St(0,VPω

n
;b) − e−St(0,V

Qω̃ ;b)
∣

∣

∣
≤
∫

µ0,t
x,0(db)

∣

∣St(0, VP ω
n
; b) − St(0, VQω̃ ; b)eMt

∣

∣

= eMt

∫

µ0,t
x,0(db)

∣

∣St(0, VP ω
n
− VQω̃ ; b)

∣

∣

≤ eMt

∫

µ0,t
x,0(db)

∣

∣St(0,
(

VP ω
n
− VQω̃

)

Θ(n− |x|); b)
∣

∣

+ eMt

∫

µ0,t
x,0(db)

∣

∣St(0,
(

VP ω
n
− VQω̃

)

Θ(|x| − n); b)
∣

∣ ,(5.2.30)where we used the Heaviside funtion notation from [BrLM04℄. Note that for n big enough wehave (see (5.2.22))
‖
(

VP ω
n
− VQω̃

)

Θ(n− |x|)‖∞ ≤ 1

n
. (5.2.31)Then the �rst term in the r.h.s. of (5.2.30) is bounded by

∫

µ0,t
x,0(db)

∣

∣St(0,
(

VP ω
n
− VQω̃

)

Θ(n− |x|); b)
∣

∣ ≤ t

n
. (5.2.32)As for the seond term in the r.h.s. of (5.2.30), the proof is similar to that of [BrLM04, Lemma2.2℄. One uses Θ(|x| − n) = Θ(

∣

∣

x
n

∣

∣ − 1) ≤ |x|2
n2 together with the boundedness of both VP ω

n
and

VQω̃ to onlude that
∫

µ0,t
x,0(db)

∣

∣St(0,
(

VP ω
n
− VQω̃

)

Θ(|x| − n); b)
∣

∣ ≤ 2M

n2

∫

µ0,t
x,0(db)

∫ t

0
ds |b(s)|2 . (5.2.33)Standardizing the Brownian bridge aording to b(s) = t1/2b̃(s/t)+x−xs/t, we see that Fubini'stheorem yields

2M

n2

∫

µ0,t
x,0(db̃)

∫ t

0
ds |b(s)|2 ≤ 2M

n2

∫ 1

0
du

∫

µ0,1
0,0(db̃)|t1/2b̃(u) + x− xu|2 (5.2.34)

≤ 4Mt

n2

∫ 1

0
du

∫

µ0,1
0,0(db̃)

(

t|b̃(u)|2 + |x|2(1 + u2)
) (5.2.35)

≤ 4Mt

n2

(

t

∫ 1

0
du

∫

µ0,1
0,0(db̃)|b̃(u)|2

)

+
16Mt

3n2
|x|2. (5.2.36)(5.2.37)92



5.2. Existene of the IDS for the Delone�Anderson modelIn the last inequality, by writing |b̃(u)|2 =
∑

1≤j≤d

|b̃j(u)|2, the �rst term an be bounded by d tusing the variane of the omponents b̃j(u), 0 ≤ j ≤ d, whih is bounded by t for all j (seeAppendix A.4).Realling t ∈]0, τ/2[, we have the following bound,
∫

µ0,t
x,0(db)

∣

∣St(0,
(

VP ω
n
− VQω̃

)

Θ(|x| − n); b)
∣

∣ ≤ C(M, τ)

n2
(1 + |x|2), (5.2.38)for some onstant C(M, τ) depending on M and τ . Plugging this together with (5.2.32) into(5.2.30) gives, for (5.2.29),

∣

∣

∣kHn
t (x, 0) − kH

t (x, 0)
∣

∣

∣ ≤ e−|x|2/(2t)

(2πt)d/2

C ′(M, τ)

n
(1 + |x|2), ∀t ∈]0, τ/2[ (5.2.39)

∣

∣

∣kHn
t (x, 0) − kH

t (x, 0)
∣

∣

∣

2
≤ e−|x|2/t

(2πt)d
C ′(M, τ)2

n2
(1 + |x|2)2, (5.2.40)for some onstant C ′(M, τ) depending on M and τ . Sine the r.h.s. is in L2(Rd), we havethat for �xed t and n,

‖kHn
t (·, 0) − kH

t (·, 0)‖2
2 =

∫

Rd

∣

∣

∣kHn
t (x, 0) − kH

t (x, 0)
∣

∣

∣

2
dx ≤ C ′′(M, τ, t)2

n2
, (5.2.41)for some onstant C ′′(M, τ, t) depending on M, τ and t. Taking the limit when n goes to in�nitygives the desired result.The onvergene of the funtions kHn

t (·, 0) in L2(Rd) plus the onvergene of operators
e2tHnF (Hn) in the strong resolvent sense in (5.2.13) implies that

lim
n→∞

|f(Hn)(0, 0) − f(H)(0, 0)| = 0, (5.2.42)that is, the kernel f(HP ω)(0, 0) is ontinuous on X̂D.Beause of the regularity of VDω , for z ∈ R
d and L > 0, the expression

1

Ld
trF (HDω)χΛz,L

(5.2.43)is a well de�ned ontinuous positive linear funtional on Cc(R), see e.g. [H08, Setion 2.4.2℄. Bythe Riesz representation theorem, it de�nes a measure that we denote by nDω

z,L,
∫

R

F (λ)dnDω

z,L =
1

Ld
trF (HDω)χΛz,L

. (5.2.44)De�nition 5.2.3. For z ∈ R
d, L > 0, E ∈ R and Dω a oloured Delone set we de�ne the�nite-volume integrated density of states
νDω

z,L(E) =
1

Ld
tr
(

PE(HDω)χΛz,L

)

. (5.2.45)93



Chapter 5. The IDS for Delone�Anderson operatorsNote that νDω

z,L(E), also alled the �nite-volume eigenvalue ounting funtion, orresponds tothe distribution funtion of the measure nDω

z,L, by the relation nDω

z,L((∞, E]) = νDω

z,L (E). Whenthere is no plae for onfusion, we drop Dω from the notation.We have the followingTheorem 5.2.4. Let D be a uniquely ergodi Delone set. The limit of the �nite-volume integrateddensity of states νDω

z,L(E) exists for PD-a.e. ω ∈ ΩD and for all E ∈ R exept at most ountablymany. The limit is alled the integrated density of states and is given by
ν(E) =

∫

X̂D

pE(HDω)(0, 0) dµ̂(Dω) (5.2.46)Proof. Theorem 5.1.5 ensures that for any F ∈ Cc(R), f(HDω) the integral kernel assoiated tothe operator F (HDω), and every z ∈ R
d we have

lim
L→∞

∫

R

F (λ)dnDω

z,L =

∫

R

f(HDω)(0, 0) dµ̂(Dω). (5.2.47)for every ω̃ in a set of full PD-probability Ω̃F
D that might depend on F . The r.h.s. of (5.2.47)de�nes a measure n suh that

∫

R

F (λ)dn = lim
L→∞

∫

R

F (λ)dnDω

z,L, (5.2.48)for every ω̃ ∈ Ω̃F
D. It remains to show that this holds in a set of full PD-probability independentlyof F ∈ Cc(R).Take a dense subset C0 in Cc(R) in the uniform topology (whih is possible sine Cc(R) isseparable), and take

Ω0 =
⋂

F∈C0

ΩF
D. (5.2.49)Sine this is a ountable intersetion of sets of full measure, Ω0 is a set of full measure in ΩD.We have that (5.2.48) holds for every element in C0. Now, take any F ∈ Cc(R) and a sequene

(Fm)m∈N in C0 suh that Fm → F in the uniform norm. Let us denote by n(F ), nω,L(F ) theintegral of F with respet to the measure n and nDω

z,L respetively. By adding and subtratingterms we an show that, for every ω ∈ Ω0,
|nω,L(F ) − n(F )| ≤ |nω,L(F ) − nω,L(Fm)| + |nω,L(Fm) − n(Fm)| + |n(Fm) − n(F )| . (5.2.50)Now, both tr (F (HDω)χΛ) and µ̂(f(HDω)(0, 0)) are ontinuous funtions in F . Indeed, for theformer, see e.g. [H08℄, as for the latter, is given by the integral over a spae of measure 1 in(5.2.10), where the internal produt is ontinuous. Taking the limit as m goes to ∞ we see thatthe �rst and third term in the r.h.s. tend to 0, as for the seond term, we take L→ ∞ and useTheorem 5.1.5.Thus, we have shown that the measure nDω

z,L onverges vaguely to n for PD-a.e. ω ∈ ΩD.Sine HDω is a lower semi-bounded operator, the supports of nDω

z,L are uniformly boundedbelow, and so
lim

E→−∞
lim

L→∞
nDω

z,L((−∞, E]) = 0 (5.2.51)94



5.2. Existene of the IDS for the Delone�Anderson modelthen, by a riteria for onvergene of distribution funtions of measures [HLMW01, Proposition4.3℄, for all E ∈ R, exept at most ountably many, we have
lim

L→∞
νDω

z,L (E) = lim
L→∞

nDω

z,L((−∞, E]) = n((−∞, E]) = ν(E). (5.2.52)This shows that the distribution funtion of nDω

z,L, that is, the �nite-volume integrated density ofstates onverges to the distribution funtion of the measure n, that is,
ν(E) =

∫

X̂D

pE(HDω)(0, 0)dµ̂(Pω). (5.2.53)
We all n, the density of states measure (DOS). With Theorem 5.1.5 we an prove propertiesfor n(E) that hold for the DOS measure in the ergodi ase. Under a ondition on the �nitenessof the olour pae A, we haveTheorem 5.2.5. Let D be a Delone set with �nite loal omplexity, strit uniform pattern fre-queny and let A be a �nite olour spae. Let HDω be its assoiated Delone�Anderson operator,where the single-site probability measure has an atom in eah point of A. Let n be its density ofstates measure. Then,

supp n = σ(HDω), ∀ω ∈ ΩD, (5.2.54)where suppn is the topologial support of the measure n. As a onsequene, there exist subsets
Σpp,Σac,Σsc ⊂ R suh that

σ•(HDω) = Σ•, ∀ω ∈ ΩD, (5.2.55)where • = pp, ac, sc.Proof. This result was proven in the disrete ase in [MR07, Lemma 6.3℄. The same argumentsfollow in the ontinuous ase taking are of approximating the funtion χI(HDω) properly andusing a su�iently smooth ut-o� funtion to obtain an orthogonal sequene of ompatly sup-ported funtions. To illustrate where the geometri assumptions on D are needed, and for theonveniene of the reader, we sketh the main steps of the proof.Fix an open interval I ⊂ R. We aim to show that if there exists P ∈ XD and ω ∈ ΩD suhthat for any z ∈ R
d, trχI(HDω)χΛz,L

> 0, then n(I) > 0. Sine D is uniquely ergodi, thisimplies the same statement for every P ∈ XD and PP -a.e. ω ∈ ΩP , in the same lines of proof of[MR07, Lemma 6.3℄. The onverse statement follows from the de�nition of n (see also [MR07,Lemma 6.3℄).Let E ∈ I be in the spetrum of HP ω , ǫ := dist(E,R \ I) and δ ∈ (0, ǫ
4 ). Take ϕ ∈Ran χ(E−δ,E+δ)(HP ω) 6= ∅, then

‖ (HP ω − E)ϕ‖ ≤ δ‖ϕ‖. (5.2.56)De�ne ϕ̃ := hδ(x)ϕ(x), where h = hδ ∈ C∞
c (Rd) is suh that hδ ≡ 1 on the ube ΛR ⊂ R

d ofsidelength R, and max{‖∆hδ‖∞, 2‖∇hδ‖∞} < δ. We have
‖ (HP ω − E) ϕ̃‖ ≤ 2δ‖ϕ̃‖. (5.2.57)95



Chapter 5. The IDS for Delone�Anderson operatorsLet K ⊂ R
d be the smallest ompat set suh that dist(Rd \ K, supp ϕ̃) > δu, where δu is theradius of a ball ontaining the support of the single-site potential u in VP ω , see (4.1.2). Denoteby G0 := P ∩ K the pattern in P assoiated with K. Beause of the strit uniform patternfrequeny property, we know that G0 is repeated in P in�nitely many times, that is, we an �nda sequene (vj)j∈N0 , j ∈ N0, vj ∈ R

d, v0 = 0, suh that Gj := P ∩ (K + vj) = G0 + vj. Foreah Gj , there are at most �nitely many patterns Gj′ that overlap with Gj . By dropping theoverlapping terms, we extrat a subsequene from (vj), say (vj′) for j ∈ N
′
0 ⊂ N0, suh that thepatterns (Gj′)j′ are pairwise disjoint. Denote by η̃L(G0) the number of translated opies of G0in ΛL that do not overlap, that is, η̃L(G0) = ♯{Gj′ ⊂ P : ∃vj′ ∈ ΛL s.t. Gj′ = G0 + vj′}. Westill have

lim
L→∞

η̃L(G0)

|ΛL|
=: η > 0, (5.2.58)For the sake of notation, in the following we just write j for j′ ∈ N

′
0. Consider the translatedfuntions ϕ̃j := ϕ̃(x − vj), for j ∈ N

′
0. We have that supp ϕ̃j ⊂ Kj := K + vj are pairwisedisjoint, so (ϕ̃j)j∈N′

0
is an orthogonal sequene.Reall that we onsider i.i.d. random variables and a ompatly supported single-site po-tential in the de�nition of the Delone�Anderson operator. Moreover, by hypothesis, the olourspae A is �nite, and the single-site probability measure has an atom in eah point of A, i.e.

P(a) > 0, ∀a ∈ A. Then, for the olouring of the patterns Gj we have that the events
Aj := {ω̃ ∈ ΩP : ω̃p+vj = ωp, ∀p ∈ Gj}, (5.2.59)that represent a repetition of the olouring of G0 in the pattern Gj , are all independent. Beauseof the R

d-ovariane of the probability measure and the assumption on the single-site measure,
PP (Aj) = PP (A0) > 0, for all j ∈ N

′
0. By the strong law of large numbers we have

lim
L→∞

1

η̃L(G0)

∑

j∈N′
0

Kj⊂ΛL

χAj(ω̃) := PP (A0) > 0 (5.2.60)for PP -a.e. ω ∈ ΩP .Now, take a funtion F ∈ Cc(R) suh that suppF ⊂ I, F ≤ χI and
F |I(ǫ) = χI(ǫ), for I(ǫ) =

(

E − ǫ

2
, E +

ǫ

2

)

⊂ I. (5.2.61)We use F and Theorem 5.1.5 to obtain a lower bound on n(I),
n(I) =

∫

R

χI dn ≥
∫

R

F dn = lim
L→∞

trF (HP ω)χΛL

|ΛL|
, (5.2.62)for PP -a.e. ω ∈ ΩP . Now, take ω̃ ∈ Ω0, where Ω0 is a set of full probability for whih (5.2.60)and (5.2.62) hold. Then we an proeed as in [MR07℄ and obtain a lower bound for the trae of

F (HP ω)χΛL
by expanding it in the orthogonal sequene (ϕ̃j)j . We obtain,96



5.2. Existene of the IDS for the Delone�Anderson model
trF (HP ω)χΛL

≥
∑

j∈N′
0

Kj⊂ΛL

1

‖ϕ̃‖2
〈ϕ̃j , F (HP ω̃)ϕ̃j〉

≥
∑

j∈N′
0

Kj⊂ΛL

χAj (ω̃)

‖ϕ̃‖2
〈ϕ̃j , F (HP ω̃)ϕ̃j〉 (5.2.63)

≥
∑

j∈N′
0

Kj⊂ΛL

χAj (ω̃)

‖ϕ̃‖2
〈ϕ̃j , χI(ǫ)(HP ω̃)ϕ̃j〉 (5.2.64)where in the last inequality, we used that χI(ǫ) ≤ F . The internal produt in the r.h.s. of (5.2.64)an be bounded below as in [MR07, Eq. 6.13℄, that is,

〈ϕ̃j , χI(ǫ)(HP ω̃)ϕ̃j〉 = ‖ϕ̃j‖2 − ‖χR\I(ǫ)(HP ω̃)ϕ̃j‖2 (5.2.65)
≥ ‖ϕ̃j‖2 −

( ǫ

2

)−2
‖(HP ω̃ − E)ϕ̃j‖2. (5.2.66)For ω̃ ∈ Aj, we have

‖(HP ω̃ − E)ϕ̃j‖2 = ‖(HP ω − E)ϕj‖2 < 4δ2‖ϕ‖2 = 4δ2‖ϕ̃‖2. (5.2.67)Combining this, plus (5.2.60) and (5.2.58) in (5.2.63), and plugging an appropriate fator η̃L(G0),we an separate the limit into a pattern frequeny part times a mean randomness part:
n(I) ≥

(

1 − 16
δ2

ǫ2

)

lim inf
L→∞











η̃L(G0)

|ΛL|
· 1

η̃L(G0)

∑

j∈N′
0

Kj⊂ΛL

χAj(ω̃)











(5.2.68)
≥
(

1 − 16
δ2

ǫ2

)

η PP (A0) > 0.Remark 5.2.6. In the ase where the Delone dynamial system XD is not uniquely ergodi,theintegrated density of states ν(E) exists for µ-a.e. P ∈ XD and PP -a.e. ω ∈ ΩP . In this ase,the support of the density of states measure suppn = σ(HP ω) for µ-almost every P ∈ XD and
PP -almost every ω ∈ ΩP .Now, de�ne a measure ñDω

z,L as the �nite-volume operator version of nDω

z,L: For any F ∈ Cc(R),
∫

R

F (λ)dñDω

z,L =
1

Ld
trF (HDω |Λz,L

) (5.2.69)where HDω |Λz,L
is the restrition of HDω to the ube Λz,L with self-adjoint boundary onditions.Its distribution funtion ν̃Dω

z,L (E) = ñDω

z,L((−∞, E]) is de�ned by
ν̃Dω

z,L (E) =
1

Ld
trPE(HDω |Λz,L

) (5.2.70)97



Chapter 5. The IDS for Delone�Anderson operatorsSine HDω |Λz,L
has disrete spetrum, these quantities is well de�ned.The behavior of limit of the distribution funtion of ν̃Dω

z,L(E) as L goes to in�nity and how itis related to νDω

z,L (E) and ν(E) is given by the followingProposition 5.2.7. For every E ∈ R, any z ∈ R
d,

lim
L→∞

ν̃Dω

z,L(E) = ν(E), for PD-a.e. ω ∈ ΩD, (5.2.71)where ν(E) is the integrated density of states de�ned in Theorem 5.2.4.Proof. By Theorem 5.2.4 we know that nDω

z,L onverges vaguely to n, for PD-a.e. ω ∈ ΩD. Onthe other hand, [H08, Lemma 2.15℄ gives
lim

L→∞

∣

∣

∣

∣

∫

R

F (λ)dñz,L −
∫

R

F (λ)dnz,L

∣

∣

∣

∣

= 0, (5.2.72)for every F ∈ Cc(R). Therefore, ñz,L onverges vaguely to n as well. Sine HDω is a lowersemi-bounded operator, the supports of ñz,L are uniformly bounded below, and so
lim

E→−∞
lim

L→∞
nz,L((−∞, E]) = 0. (5.2.73)Then, by a riteria for onvergene of distribution funtions of measures [HLMW01, Proposition4.3℄, for all E ∈ R we have

lim
L→∞

ν̃z,L(E) = lim
L→∞

ñz,L((−∞, E]) = ν(E) = n((−∞, E]). (5.2.74)
Sine the onvergene results for nDω

z,L, ñDω

z,L hold for any z ∈ R
d and for every P ∈ XD,under the stated onditions on D, we simplify the notation and write nL, ñL. We also useindistintively the expression a.s. to denote �for PD-a.e. ω ∈ ΩD� and Ω to denote ΩD, when noonfusion arises.5.3 Lifshitz TailsReall that for HDω the operator de�ned in (5.2.1) with H0 = −∆ and VDω de�ned by (5.2.3),satisfying (4.1.2), with supp ρ = [0,M ], M > 0 and the additional assumption on the probabilitydistribution ρ,

ρ([0, ǫ]) ≥ Cρǫ
α, for some Cρ, α > 0. (5.3.1)Then σ(HDω) = [0,+∞) a.s. and we have the followingTheorem 5.3.1. Let HDω = −∆ + λVDω with VDω de�ned in (5.2.3) and D a Delone set with�nite loal omplexity and strit uniform pattern frequeny. Then, its integrated density of states

ν(E) exhibits Lifshitz tails at the bottom of the spetrum.98



5.3. Lifshitz TailsThe proof, as in the ase of a periodi Delone set, relies on the Neumann�Dirihlet braketingof ν in terms of the �nite-volume eigenvalue ounting funtion ν̃L(E) with Neumann and Dirihletboundary onditions. It is enough to �nd upper and lower bounds for the funtions ν̃L(E)in average over X̂D sine, from Weyl asymptotis, for any L ∈ N and Pω ∈ X̂D we have
|ν̃L(E)| ≤ CEd/2 =: g(E), where g ∈ L1(X̂D, µ̂) (see also property NE, Setion 2.2). Then,realling (5.2.5), we an apply Lebesgue's Dominated Convergene Theorem to the sequene
ν̃L(E) and obtain, for every E ∈ R,

lim
L→∞

µ̂(ν̃L(E)) := lim
L→∞

∫

X̂D

ν̃L(E)dµ̂(Pω) =

∫

X̂D

ν(E)dµ̂(Pω) = ν(E), (5.3.2)sine µ̂(X̂D) = 1. This holds for any self adjoint boundary onditions on the ube ΛL, inpartiular, for Neumann and Dirihlet boundary onditions. Next, we establish the Neumann�Dirihlet braketing for ν.5.3.1 Neumann�Dirihlet braketingDenote by HDω |NΛz,L
(resp. HDω |DΛz,L

) the restrition of HDω to a ube Λz,L with Neumann(resp. Dirihlet) boundary onditions, and by ν̃N
z,L(E) (resp. ν̃D

z,L(E)) its assoiated normalizedeigenvalue ounting funtion. If z = 0 we omit it from the subsript.For a �xed L ∈ N, take K ∈ LN \ {1} and onsider the Følner sequene {Λ0,K}K∈LN ofonentri ubes entered in 0, suh that
Λ0,K =

⋃

j∈J
ΛL(j), (5.3.3)for some index set J ⊂ Z

d, with |J | = (K/L)d. By the subadditivity of trPE(HDω |NΛ0,K
) wehave

ν̃N
K (E) =

1

|Λ0,K |trPE(HDω |NΛ0,K
) ≤ 1

|Λ0,K |
∑

j∈J
trPE(HDω |NΛj,L

) (5.3.4)
=

|Λj,L|
|Λ0,K |

∑

j∈J

1

|Λj,L|
trPE(HP ω |NΛj,L

) (5.3.5)
=

1

|J |
∑

j∈J
ν̃N

j,L(E). (5.3.6)Taking the integral with respet to the measure µ̂, and realling that this measure is invariantwith respet to translations in R
d, in partiular, translations in Z

d, we obtain
µ̂(ν̃N

K (E)) ≤ 1

|J |
∑

j∈J
µ̂
(

ν̃N
j,L(E)

) (5.3.7)
≤ 1

|J |
∑

j∈J
µ̂
(

ν̃N
j,L(E)

) (5.3.8)
≤ µ̂

(

ν̃N
L (E)

)

. (5.3.9)99



Chapter 5. The IDS for Delone�Anderson operatorsTaking the limit as K → ∞ and keeping L �xed, we see that
ν(E) ≤ µ̂

(

ν̃N
L (E)

)

. (5.3.10)In an analogous way, using the superadditivity of trPE(HDω |DΛ0,K
) we an prove

µ̂(ν̃D
K(E)) ≥ µ̂

(

ν̃D
L (E)

)

. (5.3.11)Taking the limit when K → ∞ and keeping L �xed, gives
ν(E) ≥ µ̂

(

ν̃D
L (E)

)

. (5.3.12)By (5.3.10) and (5.3.12),
∫

XD

EΩP

(

ν̃D
L (E)

)

dµ(P ) ≤ ν(E) ≤
∫

XD

EΩP

(

ν̃N
L (E)

)

dµ(P ). (5.3.13)5.3.2 Proof of Theorem 5.3.1Proof of Theorem 5.3.1. We obtain separately upper and lower bounds for ν(E) in (5.3.13), usingan arbitrary Pω ∈ X̂D, following the arguments for the ergodi ase. We will show that thesebounds are uniform in X̂D, that is, they depend only on the parameters r and R whih areommon for all elements in X̂D.i. Upper bound for EΩP

(

ν̃N
L (E)

).We proeed as in [K07℄, [KMe07℄:
EΩP

(

ν̃N
L (E)

)

=
1

|ΛL|
EΩP

(

trPE(HP ω |NΛL
)
) (5.3.14)

≤ 1

|ΛL|
PP

(

E1(HP ω |NΛL
) < E

)

· trPE(H0|NΛL
), (5.3.15)where E1(H0|NΛL

) denotes the ground state energy of H0|NΛL
. By Weyl asymptotis, there existonstants C > 0 and CE,d = CEd/2 suh that the trae in the r.h.s. of the last equation isbounded by CE,d |ΛL|, therefore

EΩP

(

ν̃N
L (E)

)

≤ CE,d PP

(

E1(HP ω |NΛL
) < E

)

. (5.3.16)To estimate the r.h.s., we will use (see, e.g. [RSIV℄ ):Lemma 5.3.2 (Temple's inequality). Let H be a lower semi-bounded self-adjoint operator withdisrete spetrum and denote by E1(H) ≤ E2(H), ... its (inreasing) eigenvalues, ounting mul-tipliities. If a ≤ E2(H) and ψ ∈ D(H) with ‖ψ‖2 satisfying 〈ψ,Hψ〉 < a, then
E1(H) ≥ 〈ψ,Hψ〉 − 〈ψ,H2ψ〉 − 〈ψ,Hψ〉2

a− 〈ψ,Hψ〉 . (5.3.17)100



5.3. Lifshitz TailsConsider ψ0 = |ΛL|−1/2, the ground state of −∆N
ΛL

. Note that E1(−∆N
ΛL

) = 0, the seondeigenvalue E2(∆
N
ΛL

) = cL−2 for some c > 0, and E2(−∆N
ΛL

) ≤ E2(HP ω |NΛL
). De�ne the randomvariables ω̃p = min{ωp,

c
3L2 }, for p ∈ P ∩ ΛL, and denote the orresponding Hamiltonian by

H̃P,ω,L,N = −∆N
ΛL

+ VP ω̃ ,L, where we write VP ω̃ ,L = VP ω̃ |ΛL
. Note that H̃P,ω,L,Nψ0 = VP ω̃ ,Lψ0and, by the min-max priniple, E1(H̃P,ω,L,N) ≤ E1(HP ω |NΛL

).Sine suppu(x− p) are disjoint, we have
〈ψ0, VP ω̃ ,Lψ0〉 ≤

c

3L2
, and 〈ψ0, V

2
P ω̃ ,Lψ0〉 ≤

c

3L2
〈ψ0, VP ω̃ ,Lψ0〉. (5.3.18)We now apply Temple's inequality to H̃P,ω,L,N , taking ψ0 and a = E2(−∆N

ΛL
) = cL−2, whihgives

E1(H̃P,ω,L,N) ≥ 〈ψ0, H̃P,ω,L,Nψ0〉 −
〈ψ0, V

2
P ω̃ ,L

ψ0〉 −
(

〈ψ0, VP ω̃ ,Lψ0〉
)2

cL−2 − 〈ψ0, VP ω̃ ,Lψ0〉
(5.3.19)

≥ 〈ψ0, VP ω̃ ,Lψ0〉 −
〈ψ0, VP ω̃ ,Lψ0〉(c/3)L−2

(c− c/3)L−2
(5.3.20)

≥ 1

2
〈ψ0, VP ω̃ ,Lψ0〉 =

1

2 |ΛL|
∑

p∈P∩ΛL

∫

ΛL

ω̃pu(x− p)dx (5.3.21)
=
Cu,d

|ΛL|
∑

p∈P∩ΛL

ω̃p, (5.3.22)where Cu,d = u−ǫdu/2 (see (4.1.2)). Therefore,
EΩP

(

ν̃N
L (E)

)

≤ CE,d PP





1

|ΛL|
∑

p∈ΛL∩P

ω̃p ≤ Cu,dE



 . (5.3.23)To estimate the r.h.s., we adapt [KMe07, Lemma 3.4℄ to Delone potentials in the followingLemma 5.3.3. For L = ⌊βE−1/2⌋ with β > 0 small and L large enough,
PP





1

|ΛL|
∑

p∈ΛL∩P

ω̃p ≤ Cu,dE



 ≤ e−C1|ΛL|, (5.3.24)for some onstant C1 = Cβ,u,d,R > 0 depending only on β, u,R and d, and therefore this boundis uniform for all Pω ∈ X̂D.With this in hand, we an prove
EΩP

(

ν̃N
L (E)

)

≤ CE,d e
−C1Ld (5.3.25)

= CE,d e
−C1⌊βE−1/2⌋d (5.3.26)

≤ CE,d e
−C′

1E−d/2
. (5.3.27)101



Chapter 5. The IDS for Delone�Anderson operatorsTaking the integral with respet to the measure µ over XD and realling the last bound is uniformfor all Pω ∈ X̂D we get
ν(E) ≤ µ̂(ν̃N

L (E)) =

∫

XD

EΩP

(

ν̃N
L (E)

)

dµ (5.3.28)
≤
∫

XD

CE,d e
−C′

1E−d/2
dµ = CE,d e

−C′
1E−d/2

, (5.3.29)where we used µ(XD) = 1, and so, we obtain the upper bound
ν(E) ≤ Ce−C′

1E−d/2 for E ∈ [0, 1]. (5.3.30)ii. Lower bound for EΩP

(

ν̃D
L (E)

).
EΩP

(

ν̃D
L (E)

)

=
1

|ΛL|
EΩP

(

trPE(HP ω |DΛL

) (5.3.31)
≥ 1

|ΛL|
PP

(

trPE(HP ω |DΛL
≥ 1
) (5.3.32)

≥ 1

|ΛL|
PP

(

E1(HP ω |DΛL
) < E

)

. (5.3.33)In order to minimize the r.h.s., we will take the ground state of −∆N
ΛL

, ψ0 = |ΛL|−1/2multiplied by some smooth funtion whih is zero in the boundary of ΛL, so it satis�es Dirihletboundary onditions, and therefore, is in the domain of the Dirihlet Laplaian. Consider afuntion f ∈ C∞
0 (Λr) suh that f ≡ 1 on suppu, 0 ≤ f ≤ 1 on Λr \ suppu and |∆f | ≤ c0, forsome c0 > 0. Set fL(x) = f(x/L) and denote by ψL = ψ0(x) · fL(x) ∈ D(HP ω |DΛL

). Then
E1(HP ω |DΛL

) ≤ 〈ψL,HP ω |DΛL
ψL〉 = 〈ψL,−∆|DΛL

ψL〉 + 〈ψL, VP ω ,LψL〉 (5.3.34)
≤ c0
L2

+
cu,d

|ΛL|
∑

p∈P∩ΛL

ωp, (5.3.35)where cu,d = u+δd
u (see (4.1.2)). Choosing L = ⌈√2c0E

−1/2⌉, we have
EΩP

(

ν̃D
L (E)

)

≥ 1

|ΛL|
PP





cu,d

|ΛL|
∑

p∈ΛL∩P

ωp < E − c0L
−2



 (5.3.36)
≥ 1

|ΛL|
PP





1

|ΛL|
∑

p∈ΛL∩P

ωp <
E

2cu,d



 (5.3.37)
≥ 1

|ΛL|
PP

(

ω0 <
rd

2cu,d
E

)|ΛL∩P | (5.3.38)
≥ 1

|ΛL|
PP (ω0 < Cr,u,dE)Cr,d|ΛL| , (5.3.39)102



5.3. Lifshitz Tailswhere, in the last two inequalities we took into aount that |ΛL∩P | ≤ Cr,d|ΛL|, with Cr,d = r−d,sine P ∈ Pr(R
d). Realling (5.3.1) and the hoie of L, we obtain

EΩP

(

ν̃D
L (E)

)

≥ 1

Ld
Cµ(Cc0,u,r,dE)αCr,dLd (5.3.40)

≥ Cµ,c0,r,dE
d/2e−Cc0,α,r,dE−d/2|log E|, (5.3.41)for E small enough.Sine the last bound is uniform for all Pω ∈ X̂D, we an take the integral with respet to themeasure µ as in the ase of the upper bound, and get

ν(E) ≥ Cµ,β,r,dE
d/2e−Cβ,α,r,dE−d/2|log E|, (5.3.42)whih onludes the proof of the lower bound for the IDS, proving Lifshitz tails for energies Enear 0.Proof of Lemma 5.3.3 . We follow the proof of [K07, Lemma 6.4℄

PP





1

|ΛL|
∑

γ∈ΛL∩P

ω̃γ ≤ Cu,dE



 ≤ PP





1

|ΛL|
∑

γ∈ΛL∩P

ω̃γ ≤ Cu,dβ
2L−2



 (5.3.43)
≤ PP

(

|{γ ∈ ΛL ∩ P : ω̃γ <
c

6
L−2}| ≥

(

1 − 6β2Cu,dR
d

c

)

|P ∩ ΛL|
)

.(5.3.44)(5.3.45)This, beause ω̃γ ≤ c
3L2 , |γ ∈ ΛL ∩ P | ≤ |ΛL|

rd and so, with β small enough,
∣

∣

∣{γ ∈ ΛL ∩ P : ω̃γ ≤ c

6
L−2}

∣

∣

∣ ≤
(

1 − 6β2Cu,dR
d

c

)

|P ∩ ΛL| (5.3.46)implies
∣

∣

∣
{γ ∈ ΛL ∩ P : ω̃γ >

c

6L2
}
∣

∣

∣
≥ 6β2Cu,dR

d

c
|P ∩ ΛL| , (5.3.47)in whih ase,

1

|ΛL|
∑

γ∈ΛL∩P

ω̃γ >
1

|ΛL|
c

6L2

6β2Cu,dR
d

c
|P ∩ ΛL| = Cu,dβ

2L−2, (5.3.48)where we used the fat that |P ∩ ΛL| ≥ |ΛL| /Rd and hoose β small suh that 6β2Cu,dR
d/c < 1.Now �x some δ > 0 small and set q := PP (ω̃γ < δ) < 1 and de�ne new random variables ξγ as

ξγ = 1 if ω̃γ < δ, ξγ = 0 otherwise. The random variables {ξγ} are i.i.d. and EΩP
(ξγ) = q.De�ne ρ = 1 − 6β2Cu,dRd

c . By taking β small enough we an ensure that q < ρ < 1. Then,for L big enough, 103
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PP

(∣

∣

∣

∣

{γ ∈ ΛL ∩ P : ω̃γ <
2c

3
L−2}

∣

∣

∣

∣

≥ ρ |P ∩ ΛL|
)

≤ PP (|{γ ∈ ΛL ∩ P : ω̃γ < δ}| ≥ ρ |P ∩ ΛL|)(5.3.49)
≤ PP





1

|P ∩ ΛL|
∑

γ∈ΛL∩P

ξγ ≥ ρ



 . (5.3.50)(5.3.51)The last line is a large deviations problem and an be estimated in a standard way, using theinequality
PP (X > a) ≤ e−ta

EΩP
(etX ) for all t ≥ 0. (5.3.52)So we obtain

PP





1

|ΛL ∩ P |
∑

γ∈ΛL∩P

ξγ ≥ ρ



 ≤ e−tρ|ΛL∩P |
EΩP

(

et
P

γ ξγ

) (5.3.53)
≤ e−tρ|ΛL∩P |∏

γ

EΩP

(

etξγ

) (5.3.54)
≤ e−tρ|ΛL∩P |

EΩP

(

etξ0
)|ΛL∩P | (5.3.55)

≤ e−tρ|ΛL∩P |+|ΛL∩P | ln EΩP (etξ0) (5.3.56)
≤ e−|ΛL∩P |(tρ−lnEΩP (etξ0)). (5.3.57)Set f(t) := tρ− ln EΩP

(

etξ0
). Then f ′(t) = ρ− EΩP (ξ0etξ0)

EΩP (etξ0)
, and in partiular f ′(0) = ρ− q > 0.Sine f(0) = 0, there is a t0 > 0 suh that f(t0) > 0. We then have

PP





1

|ΛL ∩ P |
∑

γ∈ΛL∩P

ξγ ≥ ρ



 ≤ e−|ΛL∩P |f(t0) (5.3.58)
≤ e

−Ld

Rd f(t0)
= e−CLd

. (5.3.59)where we use the fat that |ΛL ∩ P | ≥ Ld

Rd for L > R and C = f(t0)/R
d is a onstant thatdepends on β, u,R, and d.

5.4 Example of a Delone operator with no IDSConsider two periodi potentials V1 and V2 of periods q1 and q2, respetively, with q1 6= q2,de�ned by104



5.4. Example of a Delone operator with no IDS
V1(x) =

∑

γ∈(q1Z)d

u(x− γ), (5.4.1)
V2(x) =

∑

γ∈(q2Z)d

u(x− γ), (5.4.2)where u is a smooth funtion with suppu ⊂ Λmin{q1,q2}/2 (that is, in both ases the supports of
u(x−γ) are disjoint. Now, onsider a sequene of (open) ubes entered in the origin, {ΛLk

}k∈N,with Lk+1 = Lα
k , α > 1. De�ne Ne = {2k : k ∈ N}, No = {2k − 1 : k ∈ N}, and onsider thefollowing overing of R

d,
R

d =

∞
⋃

k=1

Ak, Ak = ΛLk
\ ΛLk−1

, ΛL0 = ∅. (5.4.3)Let H = H0 + V be a selfadjoint operator ating on L2(Rd), where H0 is lower semi-boundedand
V =

∑

k∈Ne

V1χAk
+
∑

k∈No

V2χAk
. (5.4.4)Notie that H an also be seen as a Delone operator,

H = H0 +
∑

γ∈D

u(x− γ), (5.4.5)where the Delone set D is de�ned by (see Fig. 5.1)
D =





⋃

k∈Ne

q1Z
d ∩Ak



 ∪





⋃

k∈No

q2Z
d ∩Ak



 . (5.4.6)Proposition 5.4.1. Let νH,Lk
be the �nite-volume integrated density of states (IDS) for theoperator H as in De�nition 5.2.3. The limit of νH,Lk

when k tends to in�nity does not exist.Proof. Without loss of generality, �x k ∈ Ne. We writeH1 = H0+V1 andH2 = H0+V2, for whih
νH1,L and νH2,Lk

denote the respetive �nite-volume IDS restrited to a ube of side Lk. For a�xed E ∈ R, onsider the interval (−∞, E]. Sine we deal with lower semi-bounded operators,
χ(−∞,E](H) = χI(H), where I = (E0, E) ⊂ R is bounded. Consider a funtion f ∈ Cc(R) suhthat I ⊂ supp f . We have

tr f(H)χΛLk
= tr f(H)

(

χAk
+ χΛLk−1

) (5.4.7)
= tr f(H)χAk

± tr f(H1)χΛLk−1
+ tr f(H)χΛLk−1

(5.4.8)
= tr

(

f(H)χAk
+ f(H1)χΛLk−1

)

+ tr
(

f(H)χΛLk−1
− f(H1)χΛLk−1

) (5.4.9)
= tr (f(H)χAk

− f(HAk
)χAk

) + tr
(

f(HAk
)χAk

+ f(H1)χΛLk−1

) (5.4.10)
+ g(H,H1,ΛLk−1

), (5.4.11)(5.4.12)105



Chapter 5. The IDS for Delone�Anderson operators

Figure 5.1: The Delone set D.where HAk
denotes the restrition of H to the set Ak, and

g(H,H1,ΛLk−1
) := tr

(

f(H)χΛLk−1
− f(H1)χΛLk−1

)

. (5.4.13)By the de�nition of V, for k even, we have HAk
= H1|Ak

, therefore
tr f(H)χΛLk

= tr (f(H) − f(HAk
))χAk

+ tr
(

f(H1|Ak
)χAk

+ f(H1)χΛLk−1

) (5.4.14)
+ g(H,H1,ΛLk−1

)(5.4.15)
= g(H,HAk

, Ak) + tr (f(H1|Ak
)χAk

− f(H1)χAk
) + tr

(

f(H1)χAk
+ f(H1)χΛLk−1

)(5.4.16)
+ g(H,H1,ΛLk−1

)(5.4.17)
= tr f(H1)χΛLk

+ g(H,H1,ΛLk−1
) + g(H,HAk

, Ak) + g(H1|Ak
,H1, Ak), (5.4.18)(5.4.19)where g(H,HAk

, Ak) and g(H1|Ak
,H1, Ak) are de�ned analogously as (5.4.13). Then

1

|ΛLk
|tr f(H)χΛLk

=
1

|ΛLk
|tr f(H1)χΛLk

+ O1 + O2 + O3

=

∫

R

f(λ)dnH1,Lk
+ O1 + O2 + O3, (5.4.20)(5.4.21)where nH1,Lk

denotes the �nite-volume density of states measure assoiated to the operator H1106



5.4. Example of a Delone operator with no IDSand
O1 =

1

|ΛLk
|g(H,H1,ΛLk−1

), (5.4.22)
O2 =

1

|ΛLk
|g(H,HAk

, Ak), (5.4.23)
O3 =

1

|ΛLk
|g(H1|Ak

,H1, Ak). (5.4.24)(5.4.25)We will show that the terms O1, O2 and O3 tend to 0 as k → ∞ in Ne. By the same argumentsthat prove Proposition 5.2.7, namely (5.2.72) , the terms O2 and O3 onverge to 0, while for O1we have
O1 =

1

|ΛLk
|tr
(

f(H|ΛLk−1
) − f(H1|ΛLk−1

)
)

χΛLk−1
+

∣

∣ΛLk−1

∣

∣

|ΛLk
| (O1

1 + O1
2), (5.4.26)where

O1
1 =

1
∣

∣ΛLk−1

∣

∣

g(H,HΛLk−1
,ΛLk−1

), O1
2 =

1
∣

∣ΛLk−1

∣

∣

g(H1|ΛLk−1
,H1,ΛLk−1

). (5.4.27)Again, by (5.2.72), terms O1
1 and O1

2 tend to 0 as k → ∞. By Weyl's inequality, and sine
χΛLk−1

is bounded, we have
tr f(H|ΛLk−1

)χΛLk−1
≤ CE,d

∣

∣ΛLk−1

∣

∣ , and tr f(H1|ΛLk−1
)χΛLk−1

≤ CE,d

∣

∣ΛLk−1

∣

∣ (5.4.28)therefore, O1 tends to 0 as k → ∞.Then, we have from (5.4.20) that if k ∈ Ne,
lim

k→∞
νH,Lk

(E) = νH1(E) (5.4.29)in an analogous way one proves that if k ∈ No

lim
k→∞

νH,Lk
(E) = νH2(E) (5.4.30)Sine q1 6= q2, νH,Lk

(E) does not have a limit when k → ∞.Proposition 5.4.2. The Delone set D de�ned in (5.4.6) does not have the uniform patternfrequeny property (5.1.19). Therefore, the Delone dynamial system XD is not uniquely ergodi.Proof. Without loss of generality, assume q1, q2 ≥ 1 and onsider the overing of R
d de�ned in(5.4.3), the sequene ΛLk

and �x k ∈ Ne. Take the pattern Q = {(0, 0, ...)} with support B1/2(0)onsisting in only one point, the origin in R
d. Sine D onsists of translations of Q suh thatthe translations of its support are disjoint, we have that the number of Bq2(0)-patterns in ΛLk107



Chapter 5. The IDS for Delone�Anderson operatorsthat are translations of Q by an element of ΛLk
is given by

♯
{

Q̃ ⊂ D : ∃y ∈ ΛLk
s. t. y + Q̃ = Q

}

= ♯
{

Q̃ ⊂ D : ∃y ∈ Ak ∪ ΛLk−1
s. t. y + Q̃ = Q

}(5.4.31)
= ♯

{

Q̃ ⊂ D : ∃y ∈ Ak s. t. y + Q̃ = Q
}

+ (5.4.32)
♯
{

Q̃ ⊂ D : ∃y ∈ ΛLk−1
s. t. y + Q̃ = Q

} (5.4.33)
= ♯{Ak ∩ q1Zd} + ♯{ΛLk−1

∩ Z
d} (5.4.34)

= q−d
1 |Ak| +

∣

∣ΛLk−1

∣

∣ (5.4.35)Then, we have, by the de�nition of the loal pattern frequeny of Q (5.1.19),
ηk(Q) :=

η0,Lk
(Q)

|ΛLk
| =

1

|ΛLk
|
(

q−d
1 |Ak| +

∣

∣ΛLk−1

∣

∣

) (5.4.36)Analogously, if we proeed in the same way for k ∈ No, we obtain
ηk(Q) :=

η0,Lk
(Q)

|ΛLk
| =

1

|ΛLk
|
(

q−d
2 |Ak| +

∣

∣ΛLk−1

∣

∣

) (5.4.37)Realling that Ak = ΛLk
\ ΛLk−1

and Lk+1 = Lα
k with 0 < α < 1, we see that by taking asubsequene of (ηk(Q)) with k ∈ Ne, (ηk(Q)) onverges to q−d

1 , while taking the sequene with
k ∈ No, it onverges to q−d

2 .By [MR12, Proposition 2.32℄ (see also [LS03, Theorem 1.7℄, [LeMoSo02, Theorem 2.7℄ whihapply to our setting) the fat that D does not have the uniform patter frequeny property impliesthat XD is not uniquely ergodi.
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ContentsA.1 Quantitative unique ontinuation priniple in arbitrary dimension . 109A.1.1 Extension of the eigenfuntion equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111A.1.2 Dominating and weak boxes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112A.1.3 A unique ontinuation priniple for dominant boxes and near-neighborsites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113A.2 Quantitative unique ontinuation priniple for dimension 1 . . . . . 116A.3 Perturbation of the ground state energy for �nite-volume operatorsand its onsequenes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118A.4 The Brownian bridge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119A.1 Quantitative unique ontinuation priniple in arbitrary di-mensionIn this setion we reall a quantitative unique ontinuation priniple for eigenfuntions of abounded perturbation of the Laplaian in arbitrary dimension, proved in [RMV12℄.Let ΛL ⊂ R

d be a ube of sidelength L entered in an arbitrary point of R
d (the followingresults are uniform with respet to the enter of the box). Let H0 = −∆ + V0 on L2(Rd), where

V0 is a bounded potential and denote by H0,L, V0,L their respetive restritions to ΛL, withDirihlet boundary onditions and domain D(H0,L) = H2
0 (ΛL). We restate [RMV12, Theorem2.1℄ for the partiular ase of eigenfuntions of H0,L on a (k,K)-Delone set.Theorem A.1.1. Let I ⊂ R be a ompat interval and ψ an eigenfuntion of H0,L assoiated tothe eigenvalue E ∈ I, that is,

HLψ := (−∆L + V0,L − E)ψ = 0 on ΛL. (A.1.1)Fix K ∈ (0,∞), δ ∈ (0,K/4]. There exists a onstant CsfUC,d = CsfUC,d(d,KV0,E,K, δ) > 0suh that, for any L ∈ KN, any sequene
{zj}j∈KZd in R

d suh that B(zj , δ) ⊂ ΛK(j), for all j ∈ KZ
d (A.1.2)we have

∑

j∈Λ̃L

‖ψ‖2
B(zj ,δ) ≥ CsfUC,d‖ψ‖2

ΛL
(A.1.3)109



Appendix A.where KV0,E = ‖V0‖∞ + sup I and Λ̃L = ΛL ∩ KZ
d. The dependene on K in the onstant

CsfUC,d is given expliitly by
CsfUC,d = c1K

−c2K4/3+c3, (A.1.4)for some onstants c1, c2, c3 depending on d, δ,KV0,E.Remark A.1.2.i. In our appliations, the set {zj}j∈KZd orresponds to a (k,K)-Delone set. We often write
D := {zj}j∈KZd .ii. Sine we are interested in a lower bound for (A.1.3), a given Delone set an always beredued, by removing points, to a (k,K)-Delone set satisfying (A.1.2).Before proeeding with the proof of Theorem A.1.1, we reall [RMV12, Theorem 3.1℄ (seealso [GK11, Corollary A.2℄)Theorem A.1.3. Let KV ,D0, R, β ∈ [0,∞), δ ∈ (0, 1]. There exists a onstant CqUC =

CqUC(d,KV ,D0, R, δ, β) > 0 suh that, for any G ⊂ R
d open, any x ∈ G, any Θ ⊂ G mea-surable, satisfying the geometri onditions

diam Θ ≤ R := dist(x,Θ), D0 < 12R, and B(x, 12R + 2D0) ⊂ G,and any measurable V : G → [−KV ,KV ] and real-valued ψ ∈ W 2,2(G) satisfying the di�erentialinequality
|∆ψ| ≤ |V ψ| a.e. on ∈ G as well as ‖ψ‖2

G

‖ψ‖2
Θ

≤ β (A.1.5)we have
‖ψ‖2

B(x,δ) ≥ CqUC‖ψ‖2
Θ (A.1.6)Corollary A.1.4. Let KV , R, β ∈ [0,∞), δ ∈ (0, 1]. Let G ⊂ R

d open, x ∈ G, Θ ⊂ G measurable,satisfy the geometri onditions
R ∈

[√
d, 2⌈

√
d⌉
]

, diam Θ ≤ R := dist(x,Θ) and B(x, 14R) ⊂ G, (A.1.7)and V : G→ [−KV ,KV ] measurable, ψ ∈W 2,2(G) real-valued, satisfy
|∆ψ| ≤ |V ψ| a.e. on ∈ G and ‖ψ‖2

G

‖ψ‖2
Θ

≤ β (A.1.8)Then there exists a onstant C = C(d) ∈ (1,∞) depending only on the dimension, suh that
‖ψ‖2

B(0,δ) ≥ CqUC‖ψ‖2
Θ where CqUC :=

(

δ

C

)C+CK
2/3
V +lnβ (A.1.9)Remark A.1.5. More preisely, we have the following lower bound (see [RMV12, Remark 3.3-(b)℄)

CUCP (d,KV0,E, R, δ, τ) ≥ CC,d,V0,E
δ4

R2

(

δ

48R

)2α

, (A.1.10)where CC,d,V0,E involves onstants that ome from the Carleman estimate [BoK05, GK11, RMV12℄depending only on the dimension d and KV0,E. By hoosing D0 = R in Theorem A.1.3, the ex-ponent α an be taken as
α = max{Ca, (CbK

2
V0,E)4/3R4/3, ln(Cc(1 +K2

V0,E) τ)}, (A.1.11)where Ca, Cb, Cc are onstants oming from the Carleman estimate.110



A.1. Quantitative unique ontinuation priniple in arbitrary dimensionWithout loss of generality, in the following we assume D0 = R ≥ 1.Proof of Theorem A.1.1. The proof of [RMV12, Theorem℄ is stated for the ase where the se-quene {zj}j∈KZd follows the on�guration of a (k,K)-Delone set with K = 1 (see (A.1.2)). Inorder to see how the onstant CsfUC depends on the parameter K of the Delone set, in thefollowing we reprodue the proof from [RMV12℄, in the ase of eigenfuntions, writing expliitlythe onstant K, and without loss of generality, we assume K ≥ 1.A.1.1 Extension of the eigenfuntion equationWe want to apply the quantitative unique ontinuation priniple whih requires among its geo-metri onditions a ertain seurity distane to the boundary of the set where the eigenfuntionequation is satis�ed. This is not true for the solution ψ de�ned on the original ube ΛL, thereforewe will extend it to a larger set in suh a way that the extension ψ̃ still satis�es an eigenfuntionequation.We restrit ourselves to Dirihlet boundary onditions on ∂ΛL (for periodi b.. see [RMV12℄).We make use of the same onstrution as in Corollary A.2 in [GK11℄.The idea is to extend the potential V by symmetri re�etions w.r.t. to hypersurfaes formingthe boundaries of the ube ΛL and afterwards extend the funtion ψ by antisymmetri re�etionsw.r.t. to hypersurfaes forming the boundaries of the ube ΛL. Let us desribe this more preisely.For onveniene we shift the oordinate system suh that
ΛL = {x ∈ R

d | −L
2
≤ xi ≤

L

2
for all i = 1, . . . , d} (A.1.12)

= {y ∈ R
d | 0 ≤ yi ≤ L for all i = 1, . . . , d} (A.1.13)and extend the funtion ψ : ΛL → R to the set

RL := {y ∈ R
d | −L ≤ y1 ≤ L, 0 ≤ yi ≤ L for all i = 2, . . . , d} (A.1.14)by setting

ψ̃(y1, y⊥) :=











ψ(y1, y⊥), for y ∈ ΛL,

0, for y ∈ RL, y1 = 0,

−ψ(−y1, y⊥), for y ∈ RL, y1 < 0where y⊥ = (y2, . . . , yd). It is well known that the Laplaian of this extension is still in L2(RL),an onsequently ψ̃ is in the domain of the Dirihlet Laplaian on RL, f. e.g. [A℄ or [GT℄. If wede�ne V̌ : RL → R by
V̌ (y1, y⊥) :=











V (y1, y⊥), for y ∈ ΛL,

0, for y ∈ RL, y1 = 0,

V (−y1, y⊥), for y ∈ RL, y1 < 0then V̌ still takes values in [−K,K] only, and the relation
HLψ̃ = 0 (A.1.15)111



Appendix A.holds almost everywhere on RL. Now we suessively extend both V̌ and ψ̃ in the remaining
d− 1 diretions and obtain funtions de�ned on

{y ∈ R
d | −L ≤ yi ≤ L for all i = 1, . . . , d, }i.e. on a ube twie the side of the original one. Finally we extend these two funtions periodiallyw.r.t. the lattie (2LZ)d to funtions de�ned on R

d whih satisfy (A.1.15) a.e. on R
d. Moreover

ψ̃ is in W 2,2 loally.Note that if we restrit the extension ψ̃ to a ube of side 2kL with k ∈ N we obtain an
L2-eigenfuntion of a box Shrödinger operator with Dirihlet b..A.1.2 Dominating and weak boxesWithout loss of generality, we assume K ∈ N and L ∈ KN. Up to boundaries (sets of measurezero) ΛL an be deomposed into losed K-boxes

Λ =
⋃

k∈Λ̃

ΛK(j)where Λ̃ := KZ
d ∩ [−L/2, L/2)d.Remark A.1.6. If the Delone parameter K /∈ N or L /∈ KN, we take slightly larger boxes of side

K ′ and L′. In the way we extend the eigenfuntion ψ from ΛL to the whole spae R
d, this doesnot a�et our results.Fix T = 60K⌈

√
d⌉, where ⌈x⌉ stands for the least integer greater or equal than x. We saythat the site j ∈ Λ̃ is dominating, if

∫

ΛK(j)
|ψ̃|2 ≥ 1

2(2T )d

∫

ΛT (j)
|ψ̃|2, (A.1.16)and all ΛK(j) a dominant box. Otherwise, we say the site j is weak, and all ΛK(j) a weakbox. Notie that by the antisymmetry of ψ̃ we have

∫

ΛT (j)

∣

∣

∣
ψ̃
∣

∣

∣

2
≤ 2d

∫

ΛT (j)∩ΛL

∣

∣

∣
ψ̃
∣

∣

∣

2
, (A.1.17)so that

∑

j∈Λ̃L

∫

ΛT (j)

∣

∣

∣ψ̃
∣

∣

∣

2
≤ (2T )d

∫

ΛL

∣

∣

∣ψ̃
∣

∣

∣

2
. (A.1.18)Then

∑weak sites∫ΛK(j)
|ψ̃|2 < 1

2(2T )d

∑weak sites∫ΛT (j)
|ψ̃|2 (A.1.19)

≤ 1

2(2T )d

∑

j∈ΛL

∫

ΛT (j)
|ψ̃|2 ≤ 1

2

∫

ΛL

|ψ̃|2. (A.1.20)Thus the weak boxes ontribute at most half of the total mass to the L2 norm. Then,
2

∑dominant sites∫ΛK(j)
|ψ̃|2 >

∫

ΛL(0)
|ψ̃|2. (A.1.21)112



A.1. Quantitative unique ontinuation priniple in arbitrary dimensionThis means that it is su�ient to establish adequate unique ontinuation estimates for dominantboxes.A.1.3 A unique ontinuation priniple for dominant boxes and near-neighborsitesWithout loss of generality, assume that L > 5K⌈
√
d⌉. Fix a dominant box ΛK(j) and de�ne thebelt of near-neighbors of ΛK(j) as

A(j) = Λ2K⌈
√

d⌉+3K(j) \ Λ2K⌈
√

d⌉+K(j). (A.1.22)Note that under our assumption on L, A(j) 6= ∅. Indeed, this belt onsists of cd := (2K⌈
√
d⌉+

3K)d − (2K⌈
√
d⌉ + K)d boxes of side K entered around points jn ∈ Λ̃L, where n = 1, ..., cd.Note that for every x ∈ A(j),

dist(x,ΛK(j)) ≥ K
√
d = diam ΛK(j). (A.1.23)We de�ne the �right near-neighbor box� as the unique box ΛK(j0) ⊂ A(j) suh that

j0 = j + (K⌈
√
d⌉ + 2K) e1 (A.1.24)

ΛK(j0) = ΛK(j) + (K⌈
√
d⌉ + 2K) e1 (A.1.25)where e1 = (1, 0, 0, ...) ∈ R

d. That is, ΛK(j0) is a translation of ΛK(j) in the positive diretionalong the �rst oordinate. By assumption, there exists a unique point of the Delone set D =
{zj}j∈KZd ontained in ΛK(j0) that we denote by zj0 . Moreover, B(zj0, δ) ⊂ ΛK(j0) and, sine
zj0 ∈ A(j), we have dist(zj0 ,ΛK(j)) ≥ diam ΛK(j) (see Fig A.1).Note that both B(zj0 , δ) and ΛK(j) are ontained in the box ΛT (j). Next, we apply CorollaryA.1.4 to ψ̃ in the dominant box and the ball B(zj0 , δ) ontained in its right near-neighbor.Conditions (A.1.7) are satis�ed taking

G = ΛT (j), Θ = ΛK(j) (A.1.26)and B(zj0 , δ). Then, we have
R := dist(zj0 ,Θ) ∈ [K⌈

√
d⌉, 2K⌈

√
d⌉]. (A.1.27)Here, we an take β = 2(2T )d, sine by the de�nition, for every dominant site j we have

‖ψ̃‖2
ΛT (j)

‖ψ̃‖2
ΛK(j)

≤ 2(2T )d =: β. (A.1.28)Then, by Corollary A.1.4, there exists a onstant CqUC = CqUC(d,KV0,E, R, δ, β) suh that forevery dominant site j,
‖ψ̃‖2

B(zj0
,δ) ≥ CqUC‖ψ̃‖2

ΛK(j). (A.1.29)Adding up all the dominant boxes, we obtain 113



Appendix A.
j j0

A(j)

Figure A.1: The box ΛK(j) in d = 2: its near-neighbor belt A(j) ontains the right near-neighborwith the unique Delone point zj0 . The quantitative unique ontinuation priniple from CorollaryA.1.4 relates the mass of ψ̃ on the grey areas.
∑dominant sites ‖ψ̃‖2

B(zj0
,δ) ≥ CqUC

∑dominant sites ‖ψ̃‖2
ΛK (j) ≥

CqUC

2
‖ψ̃‖2

ΛL
. (A.1.30)Note that in the l.h.s. of (A.1.30) there an be repeated terms ‖ψ‖2

B(zj0
,δ) beause of theantisymmetri way of extending ψ to ψ̃ and the de�nition of "right near-neighbor". To see this,onsider the extreme ase where all boxes {ΛK(j)}k∈Λ̃L

are dominant. For a box ΛK(j) that isin the boundary of ΛL, its right near-neighbor box, say ΛK(j0) ⊂ R
d \ ΛL, is a mirror image ofsome box ΛK(j′0) ⊂ ΛL. This box, in turn, is the right near-neighbor of some other box in ΛL(see Fig. A.2).Then, the sum in the l.h.s. of (A.1.30) ontains both terms ‖ψ̃‖2

B(zj0
,δ) and ‖ψ̃‖2

B(zj′
0
,δ), where

zj0 ∈ D ∩ ΛK(j0) ⊂ D ∩ ΛL, zj′0 ∈ D ∩ ΛK(j′0) ⊂ R
d \ ΛL, and

‖ψ̃‖2
B(zj0

,δ) = ‖ψ̃‖2
B(zj′0

,δ). (A.1.31)Therefore, the sum in the l.h.s. of (A.1.30) ontains at most 2 opies of eah term ‖ψ̃‖2
B(z,δ),

z ∈ D ∩ ΛL, that is,
∑dominant sites ‖ψ̃‖2

B(zj0
,δ) ≤ 2

∑

z∈D∩ΛL

‖ψ̃‖2
B(z,δ) = 2

∑

z∈D∩ΛL

‖ψ‖2
B(z,δ). (A.1.32)114



A.1. Quantitative unique ontinuation priniple in arbitrary dimension
j j0

B(zj0
, δ)

ΛK(j)

∂ΛL

j
′
0

B(zj′
0
, δ)

ΛL R
2 \ ΛL

Figure A.2: A box near the boundary of ΛL. In grey: its right near-neighbor and the orre-sponding mirror image in ΛL.This yields,
∑

z∈D∩ΛL

‖ψ‖2
B(z,δ) ≥

CqUC

4
‖ψ‖2

ΛL
. (A.1.33)The expliit dependene on K is given by Corollary A.1.4 and Remark A.1.5. This analso be seen diretly in [GK11, Theorem A.1℄, where the dependene on R is written expliitly,whih, for R as in (A.1.27), gives the desired result. Moreover, note that, by onstrution of

Ã(j), R := dist(zj ,ΛK(j)) ∈ [K⌈
√
d⌉,K(⌈

√
d⌉)2], then, from (A.1.10) we get that

CUCP ≥ CC,d,V0,E
δ4

K2 ⌈
√
d⌉2

(

δ

48K⌈
√
d⌉2

)2α

=: CUCP (K), (A.1.34)where
α = max{Ca, (CbK

2
V0,E⌈

√
d⌉2)4/3 K4/3, ln(Cc(1 +K2

V0,E)
√

2(40⌈
√
d⌉)d/2 Kd/2)}. (A.1.35)Note that we an bound

α ≤ c2K
4/3 + c3 =: α′, (A.1.36)for some onstants c2, c3 depending on the onstants in A.1.35. Note moreover, that

(

δ

48K⌈
√
d⌉2

)2α

≥
(

δ

48K⌈
√
d⌉2

)2α′ (A.1.37)Then, from (A.1.34) we see that there exists a onstant c0 depending on onstants oming fromthe Carleman estimate, d, δ and V0, E suh that
CUCP (K) = c1K

−c2K4/3+c3. (A.1.38)115



Appendix A.A.2 Quantitative unique ontinuation priniple for dimension 1Let IL(x) = [x− L/2, x + L/2] ⊂ R be the interval of length L entered in x ∈ R, and onsiderthe operator H0 = −∆ + V0 restrited to IL(x) with Dirihlet boundary onditions, denotedby H0,L. We reall a quantitative unique ontinuation priniple obtained by [V96, KV02a℄ foreigenfuntions of H0,L. The advantage of their proof is that it does not rely on the periodiity ofthe underlying on�guration of supports, so it an be extended to a Delone-type on�guration(for an extension to metri graphs, see [HV07, GHV08℄). In order to know how the onstantdepends on the parameter R of a (r,R)-Delone set, in the spirit of Theorem A.1.1, we follow theproof of [KV02a, Lemma 5℄, writing expliitly the onstants involved. In this way, we obtain anexpliit lower bound for the onentration of an eigenfuntion on small balls supported in pointsof a (r,R)-Delone set.Theorem A.2.1. Let I ⊂ R be a bounded interval and let ψ be an eigenfuntion of the operator
H0,L = −∆L + V0,L with eigenvalue E ∈ I on L2(IL(x)), that is, −ψ′′ + V0,Lψ = Eψ. Fix s > 0,and deompose the interval IL(x) into L

R intervals of length R, IR(k) for k ∈ Jx,L,R for some set
Jx,L,R. There exists a onstant C1

UCP suh that
∫

Λs(γk)
|ψ|2 ≥ C1

UCP

∫

ΛR(k)
|ψ|2 (A.2.1)where the onstant C1

UCP is uniform on L ∈ N and γk is an arbitrary point in IR(k). Moreover,if we de�ne
V (x) =

∑

k∈Jx,L,R

u(x− γk), (A.2.2)for a normalized eigenfuntion of H0,L, where u ≥ u−χIs(0). we have
〈V ψ,ψ〉 ≥ u− · C1

UCP (A.2.3)The expliit form of the onstant is
C1

UCP =
s

R
e−2Cs,V0,ER. (A.2.4)Before proving this Lemma, we restate an intermediate result from [KV02a, Lemma 5℄, writingexpliitly the onstants involved.Lemma A.2.2. Fix s > 0, s < R < L. For ψ the eigenfuntion above, and any k ∈ IL(x) suhthat IR(k) ⊂ IL(x), there exists a onstant Cs,V,E suh that

‖ψ‖2
Is(k+y) ≤ eCs,V,E |y|‖ψ‖2

Is(k) (A.2.5)for any y ∈ IR−s(0), where
Cs,V0,E :=

4 · 182

s2
+ 4s2‖V0 − E‖∞. (A.2.6)Proof. We follow the same proof as in [KV02a℄. De�ne, for k ∈ IL(x)

φ(y) :=

∫

Is(k+y)
|ψ|2 , for y ∈ IR(0), (A.2.7)116



A.2. Quantitative unique ontinuation priniple for dimension 1then
|∂yφ(y)| ≤ 2‖ψ‖Is(k+y)‖ψ′‖Is(k+y). (A.2.8)By standard Sobolev estimates (see the proof of [GT, Theorem 7.25℄)

‖ψ′‖Is(k+y) ≤
2 · 182

s2
‖ψ′′‖ + 2s2‖ψ‖Is(k+y). (A.2.9)By the eigenfuntion equation,

‖ψ′‖Is(k+y) ≤
(

2 · 182

s2
+ 2s2‖V0 − E‖∞

)

‖ψ‖Is(k+y), (A.2.10)so
|∂yφ(y)| ≤

(

4 · 182

s2
+ 4s2‖V0 − E‖∞

)

‖ψ‖Is(k+y). (A.2.11)That is,
|∂yφ(y)| ≤ Cs,V,Eφ(y), (A.2.12)where

Cs,V0,E :=
4 · 182

s2
+ 4s2‖V0 − E‖∞. (A.2.13)Then, by Gronwall's Lemma, |∂yφ(y)| ≤ eCs,V,E |y|φ(0), that is,

‖ψ‖2
Is(k+y) ≤ eCs,V0,E |y|‖ψ‖2

Is(k). (A.2.14)Proof of Theorem A.2.1. Now, deompose IL(x) into L
R intervals of side R, IR(k) for k ∈ Jx,L,R.Furthermore, deompose eah interval IR(k) into R

s smaller intervals of length s, Is(k+ yj) with
yj ∈ Jk,R,s. Notie that |yj| ≤ R for all j.By Lemma A.2.2 applied to the enters k ∈ Jx,L,R we have

‖ψ‖2
IR(k) =

∑

yj∈Jk,R,s

‖ψ‖2
Is(k+yj)

=
∑

yj∈Jk,R,s

eCs,V,E |yj |‖ψ‖2
Is(k)

≤ R

s
eCs,V,ER ‖ψ‖2

Is(k), (A.2.15)where we used the fat that |Jk,R,s| ≤ R
s .Now, sine Lemma A.2.2 is true for intervals entered in any point of IL(x) and y ∈ IR−s(0),in partiular for an arbitrary point γk ∈ IR−s(k),

‖ψ‖2
Is(k) = ‖ψ‖2

Is(γk−(γk−k)) ≤ eCs,V,E |γk−k| ‖ψ‖2
Is(γk)

≤ eCs,V,ER ‖ψ‖2
Is(γk), (A.2.16)117



Appendix A.where we used that |γk − k| ≤ R. Inserting this in A.2.15 gives
‖ψ‖2

IR(k) ≤
R

s
e2Cs,V0,ER ‖ψ‖2

Is(γk). (A.2.17)Therefore
‖ψ‖2

IL(x) =
∑

k∈Jx,L,R

‖ψ‖2
IR(k) ≤

R

s
e2Cs,V0,ER

∑

k∈Jx,L,R

‖ψ‖2
Is(γk). (A.2.18)For a potential V de�ned by (A.2.2), this implies

〈V ψ,ψ〉 ≥ u−
∑

γk∈Jx,L,R

‖ψ‖2
Is(γk) ≥ u−C

1
UCP ‖ψ‖2

IL(x), (A.2.19)where C1
UCP denotes

C1
UCP =

s

R
e−2Cs,V,ER. (A.2.20)

A.3 Perturbation of the ground state energy for �nite-volumeoperators and its onsequenesWe restate [RMV12, Theorem 4.9-(a)℄, for a Delone potential with an underlying (r,R)-Deloneset.Theorem A.3.1. Let V0 : R
d → R be bounded and measurable, t ∈ (0, 1], δ ∈ (0, R/4], {zk}k∈RZd ⊂

R
d a sequene suh that

∀ k ∈ RZ
d : B(zk, δ) ⊂ ΛR(k)Let χ denote the harateristi funtion of ⋃k∈RZd B(zk, δ) and W ≥ C− · χ a bounded potentialwith C− > 0. For L ∈ N and x ∈ R

d, denote by λx,L(t) = inf σ(Ht,x,L) the bottom of the spetrumof Ht,x,L := −∆ + V0 + tW on ΛL(x) with periodi or Dirihlet boundary onditions. Then
∀ t ∈ (0, 1] : λx,L(t) ≥ λx,L(0) + κ · twhere κ := C−·CsfUC and CsfUC is the onstant from the sale-free unique ontinuation priniple.Here, CsfUC is given in Theorem A.1.1.Remark A.3.2. i. In our appliations, W is the Delone potential assoiated to a (r,R)-Deloneset D, D = {zk}k∈RZd . Therefore, the previous result states that a Delone-type pertur-bation of an operator H0,L = −∆L + V0,L, where V0 is bounded, produes a gap in thespetral in�mum of size proportional to onstant in the quantitative unique ontinuationpriniple from Theorem A.1.1.ii. In dimension d = 1 we an use Theorem A.2.1 to obtain the same result, but with CsfUC,dreplaed by the onstant C1

UCP de�ned in (A.2.4).118



A.4. The Brownian bridgeProof. The normalized ground state ψ(t) of Ht,L,x satis�es
λL,x(t) = inf σ(Ht,L,x) = 〈ψ(t),Ht,L,xψ(t)〉 (A.3.1)Note that the family of potentials V0 + tW , t ∈ [0, 1] is uniformly bounded. Thus the set

{λL,x(t) : t ∈ [0, 1], L ∈ N} is ontained in a ompat interval I� ⊂ R. We will apply the sale-freeunique ontinuation priniple to this family of potentials. Note that the parameter K whihenters the onstant CsfUC is bounded uniformly by the �nite number sup{‖V0 + tW −E‖∞; E ∈I�, t ∈ [0, 1]}. It follows
λL,x(t) = 〈ψ(t),Ht,L,xψ(t)〉 = 〈ψ(t),H0,L,xψ(t)〉 + t〈ψ(t),Wψ(t)〉 (A.3.2)

≥ 〈ψ(t),H0,L,xψ(t)〉 + C− · CsfUC t (A.3.3)
≥ λL,x(0) + tκ (A.3.4)where in the last line we used the min-max priniple on the operator H0,L,x. In partiular, for

t = 1,
λL,x(1) ≥ λL,x(0) + κ. (A.3.5)Reall that we denote by P0,L(I) the spetral projetor of H0,L assoiated to the interval I.Next, we reall [RMV12, Corollary 4.10℄:Corollary A.3.3. Let the hypotheses and notation of Theorem A.3.1 hold and assume thatDirihlet boundary onditions are imposed. In this ase, we know that for any x ∈ R

d and L ∈ N

λL,x(0) ≥ Emin := inf σ(−∆ + V0).Then
∀ t ∈ (0, 1] : λL,x(t) ≥ Emin + κ · tFix q ∈ (0, 1) and set I = (−∞, Emin + qκ]. Then the following unertainty priniple holds
P0,L(I)WP0,L(I)geq(1 − q)κP0,L(I)By taking q = 1/2, we have that

P0,L(I)V P0,L ≥ κ

2
P0,L. (A.3.6)This estimate is relevant for the proof of an optimal Wegner estimate, where the Wegner onstant

QW = (κ/2)−2Q, for some onstant Q depending on the parameters of the model, as an be seenin (3.2.24) (see e.g. [CHK07℄).A.4 The Brownian bridgeIn order to make Chapter 5 self-ontained, we reall of the de�nition of Brownian bridge and theFeynman�Ka�Îto formula used in the proof of Lemma 5.2.2. We reall results from [BrLM04,Setion 1.2℄. 119



Appendix A.Let t > 0 be �xed. The Brownian bridge b(s) assoiated to the pair (x, y) ∈ R
d × R

d andthe time interval [0, t] is a stohasti proess with values in R
d starting in x ∈ R

d and ending in
y ∈ R

d. That is, the vetor b(s) = (b1(s), b2(s), ..., bd(s)) is suh that b(0) = x and b(t) = y. Itsomponents bj(s) are independent, ontinuous funtions of s ∈ [0, t] and are distributed aordingto a Gaussian probability measure with mean
s 7→ xj + (yj − xj)

s

t
, for s ∈ [0, t], (A.4.1)and ovariane

(s, u) 7→ min{s, u} − s u

t
for (s, u) ∈ [0, t] × [0, t]. (A.4.2)The joint probability measure is denoted by µ0,t

x,y.Consider the operator H = (−i∇−A)2 + V . Under some regularity onditions on A and V(see [BrLM04, De�nition 1.1℄), we an de�ne the Eulidian ation funtional
St(A,V ; b) = i

∫ t

0
db(s) ·A(b(s)) +

i

2

∫ t

0
(∇ ·A(b(s))ds+

∫ t

0
V (b(s))ds). (A.4.3)In [BrLM04, Theorem 1.10℄ it was proved that e−tH is a well de�ned operator, given by theFeynman�Ka�Îto formula

e−tHϕ =

∫

Rd

kt(·, y)ϕ(y)dy, (A.4.4)where the ontinuous integral kernel kt(x, y) is given by
kH

t (x, y) :=
e−|x−y|2/2t

(2πt)d/2

∫

µ0,t
x,y(db)e

−St(A,VPω ;b). (A.4.5)The properties of kt(x, y) are listed in [BrLM04, Lemma 1.7℄. In partiular, we note that
kt(x, y) is Hermitian, that is, kt(x, y) = k∗t (y, x) for all x, y ∈ R

d and for every x ∈ R
d, kt(x, ·) ∈L2(Rd).
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